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Introduccion

Estos son los apuntes de la asignatura Geometria I, obligatoria de 6 créditos en
el primer cuatrimestre del primer curso del Grado en Matematicas de la Universidad de
Granada. Son de libre distribucion, y estan basados unos apuntes de Algebra Lineal y
Geometria del profesor Miguel Sanchez a quien agradezco su trabajo previo.

En estas notas se pueden encontrar los enunciados y demostraciones de los resultados
contenidos en el programa de la asignatura, distribuidos por temas tal y como ésta se
estructura en la Gufa Docente. Algunas veces, las demostraciones estan resumidas y dejan
que el lector compruebe los detalles como ejercicio. Ademds de éstos, al final de cada tema
hay una relacién de ejercicios propuestos.

Como siempre en estos casos, los apuntes no estaran libres de errores, y es labor con-
junta del autor y de los lectores mejorarlos, un trabajo que nunca se termina. Si encuentras
algin error, por favor envia un e-mail a la direccién de correo electrénico jperez@ugr.es
Todo lo que se dice en los apuntes puede encontrarse, a menudo explicado con més pro-
fundidad, en numerosos textos basicos, como los que aparecen relacionados en la Guia
Docente.
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Capitulo 0

Preliminares

0.1. Fundamentos de légica, conjuntos y aplicaciones

0.1.1. Proposiciones verdaderas y falsas; implicaciones

En esta seccién veremos el lenguaje basico que es comun a todas las areas de las
Matematicas, por lo que normalmente se veran también en otras asignaturas.

La Logica, que subyace en los fundamentos de cualquier ciencia, estudia las reglas
que permiten hacer razonamientos validos. Nos restringiremos aqui a algunas ideas y su
lenguaje basico.

Un azioma es una afirmacién que se acepta de entrada, sin demostracién. Habitualmen-
te expresa un principio claro y evidente (esto es mucho mas discutible de lo que pudiera
parecer a primera vista, como pone de manifiesto el famoso quinto postulado de Euclides).
Una proposicion es un enunciado que puede ser verdadero o falso. Dicho enunciado siempre
tendra dos partes: la hipdtesis, que consiste en las condiciones que asumimos, y la tesis,
que es la afirmacion que se hace bajo esas condiciones:

Si p, entonces ¢ (p=q).

En el ejemplo anterior, p es la tesis y ¢ la hipétesis. Habitualmente usamos el lenguaje
matemdtico para simplificar los enunciados, que es como la taquigrafia al lenguaje comun.
Segin la importancia que le demos a ese enunciado en una teoria le asignaremos las
categorias lema, proposicion, teorema, corolario..., pero esto es puramente subjetivo.

Para que una proposicion sea cierta, debemos dar una demostracién légica de la misma
partiendo de proposiciones previamente demostradas o de axiomas. Si la proposicién afecta
una propiedad general, su demostracion no podra reducirse a un caso particular.

Partiendo de dos proposiciones p, q, podemos formar otras proposiciones mas complejas
usando operaciones légicas; la verdad o falsedad de cada nueva proposiciéon dependera de
la de p y ¢, asi como de la operacion légica. Concretamente:

3



4 CAPITULO 0. PRELIMINARES

» Conjuncién: p A g (que se lee “py q”).

Esta proposicién es verdadera cuando lo son simultdneamente p y ¢, y falsa en caso
contrario, esto es, cuando es falsa al menos una de las proposiciones p, q.

» Disyuncién: pV g (“p 6 ¢7).

Esta proposicién es verdadera cuando lo es al menos una de los dos proposiciones p,
q y falsa en caso contrario, esto es, cuando son falsas tanto p como q.

» Negacién —p (“no p”).

Este enunciado es verdadero cuando p es falso, y es falso cuando p es verdadero.

Si una proposicién es verdadera, entonces su negacién es falsa (y viceversa). De hecho,
se tiene

=(=p) =p.

Si hemos usado la légica correctamente y los axiomas aceptados no son contradictorios,
entonces no puede existir una proposicién p tal que tanto p como —p sean ciertas (o falsas)
simultdneamente. Esto tiene que ver con el llamado principio de explosion': si existiera
una proposicién p tal que p y —p son ciertas, entonces cualquier otra proposicion ¢ seria
cierta también.

A las tres operaciones logicas anteriores se anade otra que ya habfamos visto:

= Condicional: p = ¢, que se puede leer de varias formas: “si p entonces ¢”, “p implica
q”, “p es suficiente (o condicién suficiente) para ¢”, “q es necesario (o condicién
necesaria) para p”’, “q se deduce de p”. Cuando se den las dos implicaciones p = ¢
y ¢ = p, entonces hablamos de proposiciones equivalentes, y se denota p < ¢ (y se
lee “siy sélo si”).

Imaginemos que tenemos dos proposiciones p y ¢, de las cuales no sabemos si son
verdaderas o falsas. Supongamos también que la proposicién p = ¢ es verdadera. Entonces
podemos deducir tres cosas:

(a) Sip es verdadera, entonces ¢ también lo es. Es decir, se razona directamente.
(b) Si q es falsa, entonces p también es falsa. Esto es razonar por contrarreciproco.

(c) De los dos puntos anteriores, de deduce que p = ¢ es verdadera si y sélo si lo es

'En terminologia clésica, ex contradictione quodlibet (o ez falso quodlibet): de la contradiccién (se sigue)
lo que se quiera.
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Para probar que una proposicion general es falsa, basta dar un contraejemplo. Sin
embargo, como hemos dicho antes, para probar que una proposicién general es verdadera
no podemos reducirnos a un caso particular: hay que probarlo en general.

Otro hecho que debemos cuidar es que si tenemos que la proposicién p = ¢, entonces no
podemos concluir que ¢ = p. Un ejemplo evidente de esto: tomemos p como la proposicién
“llueve” y como ¢ la proposicién “la calle estda mojada”. Esta claro que p = ¢, es decir, si
llueve la calle se moja. Pero si la calle estd mojada, no podemos deducir que sea porque
llueve ni porque haya llovido: podria ser por cualquier otra causa. Sin embargo, si podemos
deducir que si la calle estd seca entonces no llueve (contrarreciproco).

A veces denotaremos p < ¢, pero esto no es mas que una notacién alternativa para

q =D

0.1.2. Conjuntos

De manera intuitiva suficiente para nuestros objetivos (aunque lo que sigue tiene mas
sutilezas, entenderemos por conjunto una coleccién cualquiera de objetos; de cada uno de
estos objetos se dird que es un elemento del conjunto.

Si X es un conjunto, de cualquiera de sus elementos diremos que pertenece a X, lo cual
se denota = € X (equivalentemente, se dice que X contiene a =, y se denota X > x).

Para definir los conjuntos, implicitamente se ha supuesto una clase de objetos pre-
existente. Algunos de estos objetos podrian ser conjuntos previamente definidos, pero no
se permite que un conjunto sea elemento de si mismo, pues no estaria entre los objetos
preexistentes, ni otras construcciones autorreferentes similares. Lo contrario daria lugar a
la conocida paradoja del barbero® de Bertrand Rusell:

Si a los conjuntos se les permitiera contenerse a si mismos, entonces podriamos
construir el conjunto X de todos los conjuntos que no son elementos de si
mismos; se llega entonces a un absurdo al tratar de determinar st X es un
elemento de si mismo o no, porque encontrariamos una proposicion verdadera
y falsa simultdneamente.

Un conjunto X estd contenido en otro Y (X C Y, X es subconjunto de Y) cuando
todo elemento de X también lo es de Y, es decir:

Vee X,x €Y 0, igualmente, reX=zxzeY.

Si X CYeY C X, entonces decimos que los conjuntos X, Y son iguales (X = Y); esto
equivale a:
Ve X,z e Y)AN(Vy €Y,y € X).

’https://es.wikipedia.org/wiki/Paradoja.de_Russell
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A veces denotaremos X C Y por X C Y. El simbolo C denota que se da la inclusién
pero no la igualdad (esto es, que la inclusién es estricta).

Dados dos conjuntos X,Y, definimos su interseccion X N'Y como el conjunto cuyos
elementos son los comunes a X y aY; y su unidon X UY como el conjunto cuyos elementos
son los de X y los de Y. Claramente,

XNYCcXcCXUuUY.

Los elementos de un conjunto pueden determinarse por extension, es decir, enumerando
todos y cada uno de ellos, como

X = {a,b,c}

0 por comprension, que consiste en enunciar una propiedad que los caracterice. Para esta
modalidad necesitamos el simbolos “tal que”, que se denota “\” o también “:”. También
necesitaremos los cuantificadores:

s Cuantificador universal V, que se lee “para todo”. Indica que lo que viene detras del
simbolo se aplicara a todos los elementos de un conjunto dado.

s Cuantificador existencial 3, que se lee “existe” Indica que lo que viene detras del
simbolo se aplica a al menos un elemento de un conjunto dado.

= Cuantificador existencial nico, que se escribe 3! y se lee “existe un unico”. Indica

que lo que viene detras del simbolo se aplica a exactamente un elemento de un
conjunto dado.

Con todo esto, ya podemos dar algunos conjuntos sencillos:

N ={1,2,3,...} es el conjunto de los nimeros naturales. Notemos que 0 no es un
nimero natural.

Z ={a]| (a e N)A(—aeN)}U{0} es el conjunto de los niimeros enteros.

Q={a/b|a€Z,be N} es el conjunto de los nimeros racionales.

R = {2z =limpoo zp | {zn}n} € Q es una sucesién convergente} es el conjunto de
los ntiimeros reales.

C={a+bi]|a,beR} esel conjunto de los niimeros complejos (aqui 7 es la unidad
imaginaria, i = v/—1).



0.1. FUNDAMENTOS DE LOGICA, CONJUNTOS Y APLICACIONES 7

Operaciones entre conjuntos

Todo conjunto X admite dos subconconjuntos a los que llamaremos impropios: el
propio conjunto X y el conjunto vacio @ (el que no tiene ningin elemento); este iltimo se
puede admitir sin incurrir en ninguna contradiccién y resulta ttil desde el punto de vista
l6gico para poder definir ciertas operaciones entre subconjuntos. Por ejemplo, el conjunto
X = {a} sélo tiene como subconjuntos a los impropios. A cualquier subconjunto que no
sea impropio de un conjunto X le llamaremos propio.

Dado un conjunto X, al conjunto cuyos elementos son todos los subconjuntos de X le
llamaremos conjunto de las partes de X, y lo denotaremos P(X). Es decir:

AeP(X) & ACX.

Segun hemos visto, dados A, B € P(X), se tiene que AN B y AU B son subconjuntos
de X, es decir, ANB,AUB € P(X) (la unién y la interseccién son operaciones en P(X)).
Ademas:

Hay una tercera operacién en en P (X)), llamada diferencia:

A\B=A-B:={zeX |(xecA)N(x¢&B)}.

A la diferencia X \ A se le llama el complementario de A en X.
A partir de las definiciones anteriores no es dificil definir la interseccién o la unién de
una coleccion finita, o incluso infinita, de subconjuntos de un conjunto X.

Producto cartesiano

Dados dos conjuntos X, Y se define su producto cartesiano X X Y como
XxY : {(z,y):(ze X)AN(yeY)}.

A cada elemento (z,y) € X x Y se le llama par ordenado, y sus componentes son z,y. No
es lo mismo (z,y) que (y, ).

A partir de lo anterior, es facil definir el producto cartesiano de cualquier cantidad finita
de conjuntos. A sus elementos ya no se les llama pares ordenados, sino ternas, cuadruplas,
quintuplas o, en general, n-uplas, segin tengan 3, 4, 5 6 n € N elementos, respectivamente.
Por ejemplo,

R” := Rx () xR.

Incluso es posible definir el producto cartesiano de cualquier cantidad infinita de conjuntos,
pero eso es més complicado y lo omitiremos por el momento.
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Relaciones binarias

Llamaremos relacion binaria en un conjunto X a cualquier subconjunto R de X x X.
Cuando un par (z,y) € X x X pertenezca a X diremos: “x estd relacionado con y”, y
escribiremos zRy.

Las relaciones binarias que nos interesan mas son aquellas que cumplen ciertas propie-
dades, como las siguientes:

» Reflexiva: Vo € X, xRz (todo elemento estd relacionado consigo mismo).
w Simétrica: Si xRy = yRa.

» Transitiva: (zRy) A (yRz) = 2Rz.

» Antisimétrica: (xRy) A (yRx) = = = y.

Cuando X es finito, las propiedades anteriores se traducen en ciertas propiedades
geométricas de la representacién de R como subconjunto del producto cartesiano X x X.

Dentro de las relaciones binarias, las que més aparecen en Matematicas son las rela-
ciones de orden y las de equivalencia; las primeras se estudian principalmente en Célculo
(porque aparecen de forma natural al estudiar los niimeros reales), y las segundas aparecen
en muchas més situaciones como el Algebra o la Geometria, ademéas del Anélisis.

Una relacién binaria R se dice que es de orden si verifica las propiedades reflexiva,
antisimétrica y transitiva. Si en una relacién de orden se verifica ademas:

Vo, y e X, (#Ry) Vv (yRz)

la relacion se llama de orden total.

Relaciones de equivalencia

Definiciéon 0.1.1 Dado un conjunto X y una relacién binaria R C X x X, diremos que
R es de equivalencia si satisface las propiedades reflexiva, simétrica y transitiva. En este
caso, el simbolo R se suele reemplazar por ~.

Sea (X, ~) un conjunto dotado con una relacién de equivalencia.

Definicion 0.1.2 Para cada x € X se define la clase de equivalencia de x mediante
Clz)=[z] ={ye X :y ~z}.

(notemos que gracias a la propiedad simétrica, no importa si escribimos x ~ y 6 y ~ z
en la definicién de [z]). Llamaremos conjunto cociente al conjunto cuyos elementos son las
clases de equivalencia:

X/ ={[z] |z € X}
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Cada clase [z] es a la vez un subconjunto de X y un elemento de X/.. Ademds, X/~
es un subconjunto de P(X).

Proposicién 0.1.1 Sea X un conjunto y ~ una relacion de equivalencia en X . Entonces,
las clases de equivalencia de (X, ~) verifican las siguientes propiedades:

1. x € [z]. En particular, [v] # @ y X = U, cx[z].

2. Siye€[z] = [z]=][y]. Luego las clases de equivalencia son disjuntas dos a dos.

Demostracion. Por la propiedad reflexiva, x ~ x, y por tanto x € [z]. Esto prueba el
apartado 1. En cuanto al apartado 2, supongamos que y € [z]. Dado z € [y] se tiene z ~ y.
Como y ~ x (por ser y € [z]), entonces la propiedad transitiva implica que z ~ x, y por
tanto z € [z]. Esto prueba que [y] C [z]. Reciprocamente, si w € [x] entonces w ~ z. Como
x ~ y (porque y ~ x y por la propiedad simétrica), de nuevo por transitividad tenemos
w ~ y luego w € [y] Esto demuestra que [z] C [y|. Finalmente, de [y] C [z], [z] C [y]
deducimos que [z] = [y]. O

A cada elemento y de un clase [x] se le llama representante de la clase. El hecho de que
siy € [x] entonces [y] = [x] sugiere que todos los representantes de la clase son “igualmente
buenos” a la hora de denotar esa clase.

Definicién 0.1.3 Una particion P de un conjunto X es una coleccién de subconjuntos
de X que satisfacen las propiedades

1. Cada subconjunto en P es no vacio.
2. La unién de los elementos de P es X.

3. Cada par de elementos de P tiene interseccién vacia.

La Proposicién 0.1.1 muestra que el conjunto cociente X/ ~ es una particion de X. El
reciproco a esta propiedad es cierto (Ejercicio 13).

0.1.3. Aplicaciones entre conjuntos

Sean X, Y dos conjuntos. Una aplicacion f de X a'Y es una asociacién a cada elemento
de X de un unico elemento de Y. La aplicacién se representa f: X — Y, y escribiremos
x +— y o bien f(z) =y si y es el unico elemento de Y que se asocia a x mediante f. Al
conjunto X se le llama dominio (o conjunto inicial) de la aplicacién, a Y el codominio (o
conjunto final) y a f(x) imagen por f de x. A veces, a la asociaciéon x +— y = f(z) se le
llama la ley de f.
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Por ejemplo, la asociacién z +— +/z no es una aplicacién de R en R, porque la raiz
cuadrada de un nimero negativo no es un nimero real. Tampoco f: [0,00) — R, f(x) =
vz es una aplicacién, porque dado z € [0, 00), tienen sentido dos raices cuadradas de x (es
decir, dos niimeros reales cuyo cuadrado es z). En cuanto elijamos una determinacién para
una de estas dos raices cuadradas (por ejemplo, la no negativa), si estaremos definiendo
una aplicacién. Es decir, f: [0,00) — [0,00), f(z) = ++/x si es una aplicacion.

Dejaremos la palabra funcion para el caso en que el codominio de una aplicacion sea
R 6 C.

Nota 0.1.1 El que para cada x € X tenga que existir un unico y € Y tal que f(x) =y
tiene una lectura especial cuando la aplicacién f estd definida en un conjunto cociente
X/~. En este caso, podemos tener [z] = [y] para dos elementos z,y € X distintos (esto se
dard siempre que z ~ y). Para que f: X/. — Y sea aplicacién debe darse que f(x) = f(y).
Esto es lo que se llama que f estd bien definida (o que no depende del representante):

Va,y € X tales que z ~ y, se tiene f(x) = f(y).

Volvamos al caso general. Para que dos aplicaciones coincidan, han de coincidir sus
dominios, codominios y leyes. Dos aplicaciones pueden ser distintas incluso si sus dominios
y grafos coinciden; por ejemplo:

f:N=N, f(z)=a2?% g:N=R, g(z) =2 h:R—R, h(z)=2?

son tres aplicaciones distintas.
La aplicacién maés sencilla es la identidad, 1x: X — X, 1x(z) =z, Vo € X.
Otros conjuntos asociados a cada aplicacién f: X — Y son su imagen

Im(f) :={f(z):2€ X} ={yeY|[TreX y=f(z)} CY,
y su grafo (o grdfica)
Grafo(f) :={(z, f(2)) | # € X} = {(z,y) € X x Y]y = f(x)}.
Proposiciéon 0.1.2 Sea f: X — Y una aplicacion. Entonces, su grafo cumple
Vee X, AlyeY | (z,y) € Grafo(f).

Reciprocamente, si C' es un subconjunto de X x Y tal que Vx € X, Iy € Y tal que
(z,y) € C, entonces existe una unica aplicacion f: X —Y cuyo grafo es C.

Demostracion. Sea x € X. Su imagen f(z) € Y cumple que (z, f(x)) € Grafo(f), y si
y € Y cumple (z,y) € Grafo(f) entonces y = f(z) por definicién de aplicacién.
Reciprocamente, supongamos que C' es un subconjunto de X X Y tal que Vz € X,
Aly € Y siendo (x,y) € C. Definimos una aplicacién f: X — Y mediante z — f(z) := el
unico y € Y tal que (z,y) € C. La unicidad de f es obvia. O
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Definiciéon 0.1.4 Dada una aplicaciéon f: X — Y y un subconjunto A C X, se define la
restriccion de f a A mediante

flar A=Y,  z=(fla)(z) = f(o).

Es decir, la ley de f|4 asigna a cada elemento = de A su imagen por f. La diferencia entre
fy fla es que f|a aplica la ley de f sélo a los elementos de A.

La restriccién de la identidad 1x a un subconjunto A C X se llama la inclusion de A
en X:

ia: A= X, dglz) ==

Tambien podemos restringir una aplicacién f: X — Y por la derecha: si B C Y cumple
Im(f) C B, entonces podemos restringir f a f|®: X — B, (f|®)(z) = f(z), Vr € X.

Definicion 0.1.5 Dada una aplicacion f: X — Y, se definen la imagen directa
L P(X) 5P, A fu(A) = {f(z) 2 € A)
y la imagen inversa (o reciproca)
f*:PY) = P(X), B f*(B) :={r € X: f(x) € B}.

En ocasiones se abusa de la notacién escribiendo f(A) en lugar de f.(A),y f~1(B) en
lugar de f*(B). Esto no es formalmente correcto, y ademds puede llevar a confusién con
el concepto de aplicacion inversa, que veremos después (y ge no siempre existe para una
aplicacién f: X — Y'). Por tanto, intentaremos no hacer este abuso de notacién, al menos
mientras no tengamos la suficiente practica como para entender inequivocamente lo que
se esta haciendo.

De la definicién se deducen

1. f«(A) C Y, porlo que f.(A) € P(Y).
2. f*(B) C X, por lo que f*(B) € P(X).
3. fo(X) =Im(f), f*(Y) = X,

4. Si B CY cumple BN Im(f) = @, entonces f*(B) = @.

Definiciéon 0.1.6 Sean f: X — Y, g: Y — Z dos aplicaciones, en la que el codominio de
f coincide con el dominio de g. Se define su composicion go f: X — Z mediante

(go f)(x) :=g(f(x)), VzecX.
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Observemos que g o f puede definirse también en el caso f: X — Y, g: Y’ — Z siempre
que Im(f) C Y’.

Proposiciéon 0.1.3 Se consideran tres aplicaciones f: X — Y, g:Y — Z, h: Z — W.
Entonces,

(1) (hog)of=ho(gof)

Demostracion. Claramente, ambos miembros de la igualdad estian bien definidos como
aplicaciones y tienen igual dominio y codominio. Queda ver que las leyes coinciden; dado
x e X,

[(hog)o fl(x) = (hog)(f(x)) = h(g(f(x))) = h((g e f)(x)) = [he(ge ().
|

La proposicion 0.1.3 nos dice que la composicién de aplicaciones es asociativa; en
particular, podemos usar la notacién h o g o f. Pero la composicién no es, en general,
conmutativa.

Definicién 0.1.7 Sea f: X — Y una aplicacion.
s f es inyectiva si elementos distintos de X tienen imagenes distintas en Y:
Si 2,2’ € X cumplen = # 2’, entonces f(x) # f(z').

Equivalentemente, cuando f(z) = f(2') = z =2/,

» f es sobreyectiva (suprayectiva) si todo elemento de Y es imagen de alguno de X:

Yy €Y, dx € X tal que f(x) =y.

(equivalentemente, si Im(f) =Y).

s f es biyectiva si es inyectiva y sobreyectiva:

Vy e Y, Jlz € X tal que f(z) =y.

Una aplicacion f no ha de ser inyectiva, ni sobreyectiva, ni biyectiva.

Definiciéon 0.1.8 Cuando f: X — Y sea una aplicacién biyectiva, tiene sentido definir
la aplicacién inversa de f:

1Y = X, f(y):= el tnico z € X tal que f(z) =v.
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Por ejemplo, la inclusién ¢4 de un subconjunto A C X en X es inyectiva, y la identidad
1x es biyectiva (su inversa es 1x). La proyeccién canénica w: X — X/ sobre un conjunto
cociente, definida como w(z) := [z] Vo € X, es sobreyectiva.

Es facil comprobar que si f: X — Y es biyectiva, entonces f lof =1xy fof™! = 1y.
Veremos mas adelante que el reciproco es cierto.

Proposicién 0.1.4 La composicion de dos aplicaciones inyectivas (resp. sobreyectivas,
biyectivas) es inyectiva (resp. sobreyectiva, biyectiva).

Demostracion. Ejercicio. O

Lema 0.1.1 Sean f: X =Y, g: Y — Z dos aplicaciones.
s Sigo f es inyectiva, entonces [ es inyectiva.
m Sigo f es sobreyectiva, entonces g es sobreyectiva.

m Sigo f es biyectiva, entonces f es inyectiva y g es sobreyectiva.

Demostracién. Para la primera afirmacién, si f no fuera inyectiva existirian z,2’ € X
tales que z # 2’y f(x) = f(2). Por tanto, (g0 f)(z) = g(f(x)) = g(f(2")) = (g o f)(z),
de donde deducimos que g o f no es inyectiva.
Para la segunda, sea z € Z. Como g o f es sobreyectiva, existe z € X tal que z =
(go f)(x) = g(f(z)). Por tanto, z es la imagen por g de f(x) € Y, luego g es sobreyectiva.
La tercera afirmacién es consecuencia directa de la primera y la segunda. O

Proposicién 0.1.5 Sean f: X =Y, g: Y — X dos aplicaciones tales que go f = 1x y
fog=1y. Entonces, f,g son biyectivas y g = f~".

Demostracion. Aplicando el Lema 0.1.1 a g o f = 1x se obtiene la inyectivdad de f y
la sobreyectividad de g. Aplicdndolo a f o g = 1y. se deduce la inyectividad de g y la
sobreyectividad de f. Por tanto, ambas aplicaciones son biyectivas.

Claramente, g y f~! tienen igual dominio y codominio. Sea y € Y y x = f~1(y), esto
es, f(x) = y. Entonces,

9(y) = g(f(x)) = (go f)(zx) =1x(x) =z = f(y),

por lo que g vy f~! coinciden. O

Deciamos arriba que aplicacién arbitraria no tiene por qué ser inyectiva ni sobreyec-
tiva. No obstante, toda aplicacién se puede escribir como composicién de una aplicaciéon
inyectiva, una biyectiva y otra sobreyectiva:
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Teorema 0.1.1 (Descomposiciéon candnica de una aplicacién) Sea f: X — Y una
aplicacion.

1. Se define la relacion binaria en X: Dados x,2' € X, diremos que x ~ x' cuando
f(z) = f(2"). Entonces, ~ es una relacion de equivalencia. Consideremos la proyec-
cion candnica m: X — X/, que es sobreyectiva.

2. Definimos
b: X/w — Im(f), b(z]) = f(z), VzelX.

Entonces, b es una aplicacion bien definida (en el sentido de la Nota 0.1.1) y es
biyectiva.

3. Consideremos la inclusion © = i]m(f): Im(f) =Y, que es inyectiva.

Entonces, se cumple f =iobom.

Demostracion. Que ~ es una relacién de equivalencia es trivial, (se cumplen las propie-
dades reflexiva, simétrica y transitiva), con lo que 1 estd probado.

Para ver que b estd bien definida, supongamos que [z] = [y] para dos elementos z,y €
X. Entonces, z ~ y luego f(z) = f(y). Esto nos dice que b([z]) = b([y]) luego b esta bien
definida.

Veamos que b es inyectiva: si b([z]) = b([y]) entonces por definicién de b tenemos
f(x) = f(y), luego por definicién de ~, se tiene x ~ y y por tanto [z] = [y].

Veamos que b es sobreyectiva: dado z € Im(f), por definicién de imagen de una aplica-
cidn existe x € X tal que z = f(z). Por tanto, b([z]) = z, esto es, z € Im(b). Esto termina
de probar el apartado 2.

Por 1ltimo, para el apartado 3 notemos que tanto f como iobo 7 tienen igual dominio
y codominio. Por tanto, su igualdad se deducird de

(iobom)(z) = i(b(n(2) = i(b([a]) = i(f(2)) = f(x), Va € X.

Nota 0.1.2 Sea f: X — Y una aplicaciéon. Con la notacién de la descomposicién canéni-
ca, tenemos que f es inyectiva si y solo si 7 lo es, y que f es sobreyectiva si y sélo si ¢ lo
es.
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0.2. Estructuras algebraicas

Aunque los conceptos de grupo, anillo y cuerpo se veran en méas detalle en otras asig-
naturas, daremos aqui los fundamentos necesarios para lo que necesitaremos mas adelante
al hablar del grupo lineal general, el grupo ortogonal, el anillo de endomorfismos o de
matrices cuadradas, etc. También es necesaria la estructura de cuerpo para hablar del
cuerpo base de un espacio vectorial, pero en la practica sélo desarrollaremos estos tultimos
cuando el cuerpo base son los nimeros reales y los complejos, cuyas propiedades bésicas
se suponen conocidas de la ensenanza secundaria.

0.2.1. Grupos

Definiciéon 0.2.1 Una ley de composicion interna en un conjunto G es una aplicacién
-+ G x G — G. Usaremos la notacién z -y := -(x,y), pero no debemos pensar que - es un
producto sino una operacién abstracta (también usaremos los simbolos %, + con la misma

idea).
Algunas posibles propiedades que puede cumplir una ley de composicién interna - son:
1. Asociativa: x - (y-2) = (x-y) -z, Vz,y,2 € G.

2. Elemento neutro: de € G tal quee-x =z -e=x, Vo € G.
El elemento neutro, si existe, es tinico (si e, e’ € G son dos elementos neutros, enton-
cese=e-e =¢).

3. Elemento simétrico: Supongamos que existe el elemento neutro e € GG. Dado x € G,
JreGtalquezr - T=7 -z =ce.
En el caso de usar notacién aditiva (resp. multiplicativa), al elemento simétrico se le

llama opuesto y se le denota por —z (resp. inverso, z71).

4. Conmutativa: x -y =y - x, Va,y € G.

Definicién 0.2.2 Un grupo es un par (G,-) formado por un conjunto G y una ley de
composicién interna - en G que verifica las propiedades asociativa, existencia de elemento
neutro y de elemento simétrico. Si ademads verifica la propiedad conmutativa, el grupo se
dice conmutativo o abeliano.

Proposicién 0.2.1 Sea (G,-) un grupo. Entonces:
1. (Leyes de simplificacion) si z,y,y € G yx-y=x-y obieny-z =y -z = y=1y.

2. El simétrico T de cada x € G es dnico.
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3. Six,y € G cumplen x -y = e entonces cada uno es el simétrico del otro.

Demostracién. Supongamos que z -y = x -3'. Operando ambos miembros por el simétrico
Z de x por la izquierda, tenemos T - (z - y) = T - (z - y'). Usando la propiedad asociativa,
lo reescribimos como (T -z) -y = (T - z) - 3. Usando la propiedad del elemento simétrico,
e-y =e-y,y por tltimo usando la propiedad del elemento neutro deducimos que y = y/'.
El argumento para probar que y-x =1v¢' -z = y =1y es andlogo.

Para probar la unicidad del elemento simétrico, supongamos que 7,2’ € G son simétri-
cosde z € G. Entonces, T=Z-e=T-(z-2')= (T -z) -2’ =e-2' =2

Por 1ltimo, supongamos que = -y = e. Entonces, z -y = e = = - T, y aplicando el
apartado 1, tenemos y = 7. O

Listamos a continuacion algunos ejemplos de grupos:

» (R, +), abeliano. El neutro es e = 0, y el simétrico de cada = € R es —z (opuesto de
x). Sin embargo, (R,-) (producto de nimeros reales) no es un grupo, ya que 0 € R
no tiene simétrico.

» (R\ {0},-) (producto usual), abeliano. El neutro es e = 1, y el simétrico de cada
r € R\ {0} es 27! = 1/x (inverso de x).

s Sea X # @ un conjunto. Definimos
S(X)={f: X = X | f es biyectiva}.

Por la Proposicién 0.1.4, la composicién o es una ley de composicién interna en
S(X). Es facil comprobar que (S(X),0) es un grupo cuyo elemento neutro es la
aplicacién identidad 1x, y tal que el elemento simétrico de una biyeccién f € S(X)
es su aplicacién inversa f~!. Salvo que el niimero de elementos de X sea 1 6 2,
(S(X), o) no es abeliano.

Definicién 0.2.3 Un homomorfismo de grupos es una aplicacién f: (G,-) — (G',*) entre
dos grupos que cumple f(z-y) = f(x) * f(y), Y,y € G.

Cuando f sea un homomorfismo de grupos inyectivo (resp. sobreyectivo, biyectivo), le
llamaremos un monomorfismo (resp. epimorfismo, isomorfismo) de grupos.

0.2.2. Anillos

Definicién 0.2.4 Un anillo es una terna (A, +, ) donde A es un conjunto no vacio, y +, -
son dos leyes de composicion interna en A que cumplen:

1. (A,+) es un grupo abeliano. Denotaremos por 0 € A al elemento neutro de esta
estructura.
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2. (A,-) verifica la propiedad asociativa.

3. Propiedad distributiva:

x-(y+2)=x-y+x-z, (y+z2) 2=y -xz+z- x Vz,y,z € A.

Si ademas

» (A,-) tiene elemento neutro, llamaremos a (A, +, ) un anillo unitario; denotaremos
por 1 € A a este elemento neutro.

» (A,-) cumple la propiedad conmutativa, diremos que (A4, +,-) es un anillo conmuta-
tivo (no se dice abeliano).

Nota 0.2.1 Tanto 0 como 1 son simplemente formas de denotar elementos abstractos en
A; en particular, nada impide que pueda ser 1 = 0, pero en este caso, se prueba ficilmente
que A = {0}, que es el anillo trivial. Un anillo unitario no trivial es un anillo unitario en
el que 1 # 0.

Lema 0.2.1 Sea (A, +,-) un anillo. Entonces,
1.VreA 0-2=2-0=0.
2. Si (A, +,) es unitario, entonces (—1) -z =—z y (—1)-(—x) = =.
Demostracion. Dadoz € A,0-z = (0+0)-2 = 0-2+0-z, Simplificando tenemos 0-z = 0.
Para la propiedad 2, supongamos que (A, +,-) es unitario y sea x € A. Entonces,
z+(-1)-ze=1-24+(-1)-z=(1+(-1))- 2 =0-2 =0, de donde (—1) -z = —z. Aplicando
esta igualdad a —x tenemos (—1) - (—z) = —(—x) = . O

Veamos algunos ejemplos de anillos:

» (Z,+,-) es un anillo conmutativo unitario (no trivial); lo mismo le pasa a (R, +,-) y
a (Ca =+, )

s Sea p € N. El conjunto de los multiplos de p,
pZ :={0,p,—p,2p, —2p,...} ={kp | k € Z},

es un anillo con la suma y producto restringidos de Z. Para p = 1, tenemos pZ = Z
(unitario) pero si p # 1, pZ no es unitario.
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» En Z se define la relacién binaria mddulo p: dados z,y € Z, diremos que x ~ y (esto
se escribe x = y (mod. p)) si x — y € pZ. Es facil probar que ~ es una relacién de
equivalencia en Z, y por tanto define unas clases de equivalencia [z], z € Z y un
conjunto cociente

z/pL = {la] | x € Z} ={[0],[1], ..., [p — 1]}

Notemos que [z] es el conjunto de los nimero enteros que producen el mismo resto
al dividir por p que el resto producido por x. Z/pZ tiene una estructura natural de
anillo unitario conmutativo, con las operaciones:

(2) [+ =[z+yl, [z -W=[z-y, V]l €Z/pZ
(que estan definidas por el ejercicio 24).

» El conjunto M, (R) de matrices cuadradas reales de orden n € N, con la suma y el
producto habitual de matrices, es un anillo (en general, no conmutativo). Estudia-
remos este ejemplo en més profundidad mas adelante.

Sabemos que no toda matriz cuadrada tiene inversa. Asi que no todos los elementos
en M, (R) \ {0} son invertibles en el sentido de la siguiente proposicién, pero atn asi los
elementos invertibles forman un grupo:

Proposicién 0.2.2 Sea (A, +,-) un anillo unitario no trivial. Definimos
Inv(A)={z€A|3z ' cAtal quez-z7' =271 2 =1}

Entonces, (Inv(A),-) es un grupo. En particular, el inverso de cada x € Inv(A) es inico.

Demostracion. Primero veamos que la restriccién de - a Inv(A) es una ley de composicién
interna en Inv(A): dados x,y € Inv(A), tenemos z -y - (y Lo H = -(y-y 1) 27t =
r-1-z7'=2-271 =1, luego z -y € Inv(A) y

(@-y) =yt
La propiedad asociativa de - se cumple en Inv(A) porque se cumplia en A. La existencia de
elemento neutro para - es trivial (este neutro es 1 € Inv(A)), y la existencia de elemento
simétrico se deduce de la definicién de Inv(A). O

Definicién 0.2.5 Un homomorfismo de anillos es una aplicacién f: (A, +,-) — (A, +,-)

entre dos anillos que cumple f(x +y) = f(z)' f(y), f(z-y) = f(z) * f(y), Vz,y € G.
Cuando f sea un homomorfismo de anillos inyectivo (resp. sobreyectivo, biyectivo), le

llamaremos un monomorfismo (resp. epimorfismo, isomorfismo) de anillos.
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0.2.3. Cuerpos

Definicién 0.2.6 Un cuerpo (K, +,-) es un anillo unitario no trivial tal que Inv(K) =
K\ {0}. El cuerpo (K,+,-) se dice conmutativo si el producto - verifica la propiedad
conmutativa.

Algunos ejemplos de cuerpos son los siguientes:
» (Q,+,),(R,+,-) son cuerpos conmutativos. (Z, +, ) no es un cuerpo.
= Si p es primo, (Z/pZ,+,-) es un cuerpo. Este es el primer ejemplo de cuerpo finito®.

= El cuerpo C de los niimeros complejos. Se supone que el lector ya conoce
las propiedades fundamentales de C. Las recopilamos aqui porque se usaran mas
adelante.

Al igual que los nimeros reales se definen como una extensién de los racionales para
por ejemplo, poder hablar de soluciones de ecuaciones como x> = 2, los nimeros
complejos se definieron a partir de los reales para dotar de sentido a soluciones de
ecuaciones del tipo z2 = —1. Para ello, se introduce la unidad imaginaria i como

solucién abstracta de 22 = —1, y se define
C={z=a+bi|abeR}

Con la notacién anterior, a = R(z), b = I(2) son la parte real y parte imaginaria del
numero complejo z. En particular, R C C.

Las operaciones +, - se extienden de forma natural de R a C:

3) (a+bi)+ (' +0'1) (a+ad)+(b+0)i
(a+bi)-(a+Vi) = (a-d—=b-V)+(a-V+b-d)i.

y producen una estructura de cuerpo conmutativo en (C,+,-). El inverso de z =
a+ibe C\ {0} es
4 a ; b

S a?+ b a?+ b

Dado un complejo z = a + b4, su conjugado es Z := a — bi y su modulo es

|z| ;== Va2 + b (=Vz-Z).

3Estos cuerpos finitos estén relacionados con el concepto de caracteristica de un cuerpo. En general, la
caracteristica de un cuerpo K es el menor natural p tal que al sumar p veces la unidad 1 consigo misma se
obtiene 0: 14+ P). +1 = 0; en caso de que esto no ocurra para ningin p € N diremos que la caracteristica
de K es 0. Para p primo, los cuerpos Z/pZ tienen caracteristica p, mientras que los cuerpos Q, R, C, con
los que trabajaremos usualmente, tienen caracteristica 0.

z
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De esta forma, el médulo de un niimero complejo generaliza el valor absoluto en R.

En particular, |z - w| = |z| - |w|, Vz,w € C. Ademés,
1 _ _

2;71 — é = i

z 2z |z]?

Es usual identificar C con R?, mediante la biyeccién
C — R?, a+bi— (a,b).

Esto permite hacer una definicién formal de C sin basarnos en la unidad imaginaria
i: simplemente se trasladan las operaciones de (3) a R? y se comprueba que definen
sobre (R?,+,-) una estructura de cuerpo conmutativo?, y se define el cuerpo C
como (R?,+,-) donde identificamos z = a + bi con (a,b). En particular, la unidad
imaginaria serd i := (0, 1). Esta biyeccién permite visualizar los niimeros complejos
como puntos de un plano.

Dado z € C\ {0} con médulo r = |z| > 0, el nimero complejo z/r tiene médulo 1, es
decir, cae en la circunferencia unidad de R? = C. Por tanto existe un tinico § € [0, 27)
tal que z/r = cosf + i sen 6, lo que produce la representacion polar de z:

(4) z=r(cosf +i senb).

A 0 se le llama el argumento de z. Dado un segundo ntmero complejo expresado en
forma polar 2z’ = r'(cos® + i senf’), al multiplicar z - 2/, desarrollar los sumandos
por dstributiva y aplicar las férmulas del seno y coseno de la suma de dos angulos,
se deduce que el moédulo del producto es el producto de mdédulos y el argumento
del producto es la suma de los argumentos. Esto nos dice que 2! = r=1(cos(—6) +
isen(—0)).

Geométricamente:

e R puede verse dentro de C como el eje de abscisas dentro de R? (por eso se
llama eje real al eje de abscisas, y eje imaginario al eje de ordenadas).

e Multiplicar por i un complejo z = a + bi equivale a rotar en R? el punto (a, b)
alrededor del origen un dngulo de 7/2 radianes (90 grados) en el sentido opuesto
al movimiento de las agujas del reloj.

¢ El complejo conjugado de z € Z equivale al simétrico de z con respecto al eje
de abscisas.

e El argumento de z € C\ {0} se calcula como el éngulo del vector de posicién
de z con la direccién positiva del eje de abscisas, y el médulo es la distancia de
z al origen.

4El producto componente a componente en R? no define una estructura de cuerpo en RZ.
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Usando la férmula de Euler”,

0

e = cosf +isenb,

la ecuacién (4) se simplifica
z=re",

y dado 2’ = 1/ €| tenemos z - 2/ = (r - 1) €0+,

5Esta férmula puede deducirse del desarrollo en serie de potencias de la exponencial, e¥ = S ow™/nl,
comparandolo con los desarrollos de las funciones seno y coseno.
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Ejercicios.

Discutir si las siguientes afirmaciones son proposiciones y, en caso afirmativo, cual es su
negacién en el lenguaje cotidiano:
(a) Puede que llueva mafiana.
(b) Esta frase tiene cinco palabras.
(Principio de induccién) Este principio es muy util para probar propiedades que
dependan de indices en N. Sea basa en la siguiente propiedad:

“Sea A C N tal que

n 1 € A
m Sin€ A, entoncesn+1 € A.

Entonces, A = N".

Usar el principio de induccién para demostrar que Vn € N,
n
. nn+1)
2) ; SR

b) Dados a,b € R, (a+b)" =) <TZ> a’bn .
=0

Dado n € N, se define el conjunto X, = {1,2,...,n}.
(a) Construir P(X,,) explicitamente para n = 1,2,3. ;Cudntos elementos tiene?

(b) §Cudntos elementos tiene P(X,,) para cualquier valor de n?
(c) Construir P(P(X2)).

Sean A, B subconjuntos de un conjunto X. Representar los conjuntos AU B, AN B,
A\ B usando diagramas de Venn.

Explica la diferencia existente entre los objetos que aparecen en cada caso:

(@) z, {z}, (z,2).
(b) {z,y}, {y,z}.
(c) (z,9), (y,).

Si X e Y son conjuntos finitos con n y m respectivamente, jcudntos elementos tiene
X xY?
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7.

10.

11.

12.

13.

14.

Dar ejemplos de dos relaciones binarias en un conjunto X que sean a la vez simétricas
y antisimétricas, una de ellas que verifique ademds la propiedad reflexiva, y la otra que
no la verifique.

iDénde estd el fallo en el siguiente razonamiento? Sea X # @y R C X x X una
relacién binaria simétrica y transitiva. Si x Ry, entonces yRx por ser R simétrica. Como
xRy e yRx, por ser R transitiva se tiene zRz. Por tanto, R es reflexiva.

Comprobar que las siguientes relaciones binarias son relaciones de orden:

(a) En R, la relacién “ser menor o igual a” (esto es, R es la relacién <).

(b) En el conjunto P(X) de las partes de un conjunto X, la relacién ‘estar incluido en”
(esto es, R es la relacién C). Ademas, probar que
= AN B es el mayor subconjunto de X que estd contenido a la vezen Ay B.

= AU B es el menor subconjunto de X que contiene alaveza Ay B.

(c) iEs alguna de estas dos relaciones de orden total?

Se consideraen X = {1,2,3,4,5,6} la relacién binaria R = {(1,1),(1,2), (3,5), (6,5)}.
Completar R hasta una relacién de equivalencia, es decir, hallar la tnica relacién binaria
R’ que verifica las siguientes propiedades: (a) R C R/, (b) R’ es de equivalencia, y (c)
si R” es otra relacién binaria que verifica (a) y (b), entonces R’ C R”.

Discutir si, dado un conjunto arbitrario X y una relacién binaria R cualquiera en X,
existe una relacién binaria R’ que complete R hasta una relacién de equivalencia.

Se considera en R? la relacién de equivalencia “estar a la misma distancia del origen”.
Determinar el conjunto cociente.

Sea P una particién de un conjunto X. Se considera la siguiente relacién binaria R
en X: Dados z,y € X diremos que =Ry si z, y pertenecen al mismo elemento de P.
Demostrar que R es una relacién de equivalencia y que su conjunto cociente coincide
con P.

i Cudles de los siguientes conjuntos son grafos de aplicaciones f: R — R?

(a) Gy = {(x,y) € R? | 22 +4? = 16}.
(b) G2 ={(z,y) e R? |z =y},

(c) G ={(z,y) e R? [ 2? = y}.

(d) Gy = {(z,y) € R? | x +y = 0}.
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15.

16.

17.

18.

19.

20.
21.

22.
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Sean f,g: R — R las aplicaciones definidas por
f(z) =2+ 1, g(x) =€", vz € R.
Calcular go fy fog.

Sean f: X -+ Y yg: X’ — Y’ dos aplicaciones. Supongamos que se puede definir go f.
i Cuando se puede definir también f o g7

Sea f: D — R cada una de las siguientes cuatro funciones elementales: = — 22, e, \/,
In x, siendo en cada caso D C R su dominio natural. Determinar cudles de estas apli-
caciones son inyectivas, sobreyectivas o biyectivas. jEs alguna de estas aplicaciones la
inversa de otra?

Sea f: X — X una aplicacién. Probar que

(a) f es inyectiva siy solo si Vg,h: X — X tales que fog = foh, se tiene g = h.
(b) f es sobreyectiva si y solo si Vg,h: X — X tales que go f = ho f, se tiene g = h.

Sea X,Y conjuntos no vacios, y ~,~' relaciones de equivalencia en X,Y respectiva-
mente. Una aplicacién f: X — Y se dice compatible con ~,~' si cumple:

Si z,2’ € X cumplen x ~ 2/, entonces f(x) ~' f(z')

Demostrar que si una aplicacién f: X — Y es compatible con ~,~', entonces existe
una Unica aplicacién f: X/ — Y/ tal que for = 7’0o f, donde 7: X — X/,
7' Y — Y/ son las respectivas proyecciones canénicas. ; Cudndo es f biyectiva?

Probar la Proposicién 0.1.4.

Sea Rg[x] el conjunto de todos los polinomios con coeficientes reales con grado < 2.
Definimos

D: Rofz] — Rofz], D(p(z)) =p'(z),  E:Refz] =R, E(p(x))=p(1).

a) Probar que D no es inyectiva ni sobreyectiva.

c) Probar que Eo D =0.

(
(b) Demostrar que E es sobreyectiva y no inyectiva.
(
(d) Aplicar la descomposicién canodnica a D, produciendo una relacion de equivalencia
~ en Ry[z] y una biyeccién D de Ra[z]/~ en Im(D). Interpretar D~ 1.
Demostrar que, en todo grupo (G, -) se verifica:
Ty =Yz, Vz,y € G.

iqué ocurre si el grupo es abeliano?
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23.

24,

25.

26.

Sea (A, +,-) un anillo unitario. Probar que si z,y € A cumplen x # 0 # y peroz-y =0
(0 admite divisores), entonces z,y ¢ Inv(A).

Probar que las operaciones definidas en (2) estdn bien definidas, es decir, no dependen
de los representantes elegidos en sus clases en Z/pZ.

Demostrar que dado n € N, las n soluciones complejas de la ecuacién 2" = 1 (raices n-
ésimas de la unidad) son {e>™%/™ .k =0,1,...n — 1}. ;Qué interpretacién geométrica
tienen estas raices?

De un modo similar a como se construyen los niimeros complejos a partir de los reales,
se puede definir otro cuerpo que “contiene” a C llamado los cuaternios (cuaterniones o
nlimeros cuaternidnicos), que se usa mucho en Fisica. El conjunto base es R?*, pero en
lugar de tener una sola unidad imaginaria tenemos tres en diferentes direcciones:

i:=(0,1,0,0), j :=(0,0,1,0), k:=(0,0,0,1).
Asi que podemos reescribir cada (x,y, 2,t) € R* como
(r,y,2,t) =x + iy + jz + kt.

Se define la suma usual, componente a componente, mientras que para el producto se
opera de manera natural imponiendo las relaciones:

==k =ijk=—L.

(a) Probar que ij =k, ji = —k, jk =1, kj = —i, ki =j, ik = —j.
(b) Demostrar que las operaciones +, - dotan a R* de una estructura de cuerpo no
conmutativo, al que suele denotarse por H := (R*, +,-).

(c) Probar que H también se puede construir a partir de C de un modo andlogo a
como se construye C a partir de R (esto es, H son los “complejos de los nimeros
complejos”): denotamos z+jw al par de complejos (z,w) € CxC y consideramos la
suma componente a componente. Introducimos el siguiente producto (que extiende
al de C):

(z1 4+ Jwi) - (22 + Jwa) = (2122 — Wiw2) + j(Zrwz + w1 22)

Denotando por k a i - j, probar que obtenemos de nuevo H.
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Capitulo 1

Matrices, determinantes y SEL

1.1. Matrices

Definicién 1.1.1 Sea K un cuerpo conmutativo y m,n € N. Una matriz de orden m X n
con coeficientes en K es un rectdangulo de m - n elementos de K dispuestos en m filas y n
columnas. Denotaremos a las matrices por letras mayusculas, y a sus elementos (entradas)
con letras mintsculas y subindices a;; € K:

ailr a2 - Glp
a1 Q22 - G2p
A= = (a;;) . = (a;;), ..
: : - : (”)z:l,...,m (”)m
1 =1,...,n
aml am2 amn ] ) )

Al conjunto de matrices de orden m x n sobre K se le denotard por M, x,(K).

» Dos matrices A = (aij)ij, B = (bij)ij € Mmxn(K) son iguales si a;; = b;; Vi =
1,....omyVj=1...,n.

» Dada A € Mxn(K), su matriz traspuesta A € M, xm(K) es la que se obtiene
cambiando las filas de A por columnas, esto es (A?);; = a;;.

» La matriz nula 0 € My xm(K) es la matriz cuyos elementos son todos 0 € K.

» Una matriz con una sola fila (m = 1) se llama matriz fila, o vector fila. Una matriz
con una sola columna (n = 1) se llama matriz columna o vector columna.

» Una matriz se dice cuadrada de orden m si tiene el mismo ntmero de filas que de
columnas (m = n). Simplificaremos la notaciéon M,,(K) := M« (K).

27
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La diagonal principal de A = (a;j);; € My(K) es la formada por los elementos a;;
coni=1,...,n. La traza de A = (a;5)i,j € Mn(K) es

(1.1) Traza(A) = Z a; € K.
i=1

Una matriz diagonal es una matriz cuadrada tal que todos los elementos que no
estan en la diagonal principal son cero. Ejemplos de este tipo de matrices son 0 = 0,,
y la matriz identidad de orden n, I, = (6;j)i; € My(K), donde §;; es el delta de

Kronecker:
P 1 sii=j
Y10 sii#£g

Dadas A = (aij)i,j, B = (bij)i,j € Mmxn(K), se define su suma por

(1.2) A+ B = (aij + bij)ij € Mumxn(K),

y el producto de A por A € K mediante

(1.3) M = (Xaij)ij € Mpmxn(K).

Dadas A = (aij)ij € Mmxn(K) y B = (bij)i,j € Mnxp(K), se define su producto

A-B=((A- B)z‘j)m € M xp(K) mediante

(A-B)ij=> ai by, Vi=1,...,m, Vi=1,.,p.
k=1

Proposicién 1.1.1 1. (My,xn(K),+) es un grupo conmutativo.

2.

3.

4.
5.

El producto de matrices es asociativo (A-B)-C = A- (B -C) y distributivo con
respecto a la suma A-(B+B')=A-B+A-B', (A+A4")-B=A-B+ A" - B.

ALy =1, A=A, VA€ Mpxn(K).
A-0=0,0-A=0.

(A-A)-B=A-(A-B)=X-(A-B), YA € K, pero el producto de matrices no es

conmutativo.
(Mp(K),+,-) es un anillo unitario (no conmutativo sin > 2).

(A+ A= A 4+ (A, (A~ A)F = A~ AL,
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8. (Aht = A.
9. (A-B)! = Bt A

10. Traza(A - B) = Traza(B - A)
Demostracion. Ejercicio 1. O

Nota 1.1.1 En la proposicién anterior, puede que tenga sentido multiplicar A - B pero
no lo tenga B - A. Comparar A- B con B - A sélo tiene sentido si A, B son cuadradas y del
mismo orden. Pero incluso en este caso ambos productos pueden ser diferentes:

0 1 10
(00 e(1Y) = amen. Ba-a

Este ejemplo también muestra que si n > 2, (M, (K), +,-) no es un cuerpo.

Definicién 1.1.2 Una matriz A € M,,(K) se dice regular (o invertible) si admite inversa
para el producto. Al conjunto de todas las matrices regulares de orden n lo llamaremos
grupo lineal general de orden n sobre K, GL(n,K).

Notemos que GL(n,K) = Inv (M, (K)). Por la Proposicién 0.2.2, (GL(n,K), -) es un grupo.

1.2. Sistemas de Ecuaciones Lineales (SEL)

Definicion 1.2.1 Sea K un cuerpo conmutativo. Una ecuacidn lineal con coeficientes en
K es una expresién del tipo

(1.4) a1x1+...+apx, =0,

enlaquen € Nyai,...,a,, b€ K. Los elementos a; se llaman coeficientes, a b se le llama
término independiente y las x; son las incdgnitas. Una solucion de (1.4) es una n-upla
(a1,...,a,) € K" tal que al sustituir cada incégnita x; por «; se cumple la ecuacioén.
Un sistema de m ecuaciones lineales con n incognitas y coeficientes en K (SEL) es una

expresion del tipo

a1 + aipras + ... 4+ ez, = b

ag1r1 + axre + ... + axpz, = b
(1.5)

ami®T1 + amarys + ... + @munTn = by
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Es comodo escribir el SEL anterior en su forma matricial,
(1.6) Az = b,

donde A = (a4j)i,j € Mmxn(K), b= (b;); € Mpmx1(K), z = (25); € Mixn(K).

Una solucion de (1.5) o de (1.6) es una n-upla (aq,...,a,) € K® que soluciona todas
las ecuaciones de ese SEL.

Dos SEL se dicen equivalentes si tienen las mismas soluciones. El problema principal
que abordaremos a continuacién consiste en saber si un SEL tiene soluciones y, en ca-
so afirmativo, calcular todas las soluciones. A menudo, este se hace pasando a sistemas
equivalentes mas sencillos.

Un SEL se dice incompatible (SI) si no tiene ninguna solucién, y compatible (SC) en
caso contrario. Un SC puede ser:

1. Sistema Compatible Determinado (SCD) si tiene una tdnica solucién.
2. Sistema Compatible Indeterminado (SCI) si tiene més de una solucion.

Discutir un SEL consiste en decidir de qué tipo es segtn la clasificacién anterior. Resolver
un SEL consiste en calcular todas sus soluciones si las hay.
Un SEL se dice homogéneo si todos sus términos independientes son cero. Claramente,
todo SEL homogéneo es SC, ya que al menos tiene a la solucién trivial x1 = --- =z, = 0.
Un SEL se dice de Cramer si escrito en forma matricial Ax = b, se tiene que A €
GL(n,K). En particular, tiene el mismo niimero de ecuaciones que de incégnitas.

Proposicién 1.2.1 Todo sistema de Cramer es un SCD.

Demostracion. Sea Az = b un sistema de Cramer. Como A € GI(n,K), existe A=! €
Gl(n,K) y se tiene z = I,x = (A"t A)x = A~ (Ax) = A~ b, O

1.2.1. Sistemas escalonados

Para resolver cualquier SEL aprenderemos primero a resolver sistemas especialmente
sencillos.

Definicién 1.2.2 Un SEL se dice escalonado si la primera incognita de cada ecuacién no
aparece en ninguna de las siguientes ecuaciones. Notemos que este concepto depende del
orden que elijamos para escribir las incégnitas (siempre escribiremos un SEL de forma que
sus incégnitas aparezcan en el mismo orden en todas las ecuaciones).

Observemos que si un SEL escalonado tiene un nimero m de ecuaciones mayor que el
namero n de incégnitas, entonces las ultimas m — n ecuaciones deben ser del tipo:
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en particular el SEL serd SI si alguno de los términos independientes by, 1, ..., b, es dis-
tinto de cero, y si todos son cero podremos eliminar del SEL las ultimas m — n ecuaciones.
Esta observacion ya forma parte del siguiente procedimiento de discusién del SEL escalo-
nado:

(D1) Si el SEL contiene una ecuacién del tipo 0x1 + - - - + Ox,, = b con b # 0, entonces es
un SI. De lo contrario el SEL serd compatible y pasamos al paso (D2).

(D2) Identificamos las incdgnitas principales y las incognitas secundarias del SEL: las
principales son las que aparecen como primera incégnita en alguna de las ecuaciones,
y las secundarias son las restantes. Si todas las incégnitas son principales entonces
el SEL es SCD. De lo contrario, estamos ante un SCI.

Si el SEL escalonado es compatible, su resolucion se hace de forma escalonada, comen-
zando por abajo:

(R1) Si no hay incdgnitas secundarias entonces la tnica solucién del SCD se calculara
despejando directamente las incégnitas principales de abajo hacia arriba.

(R2) En caso de que haya incégnitas secundarias, entonces se asigna a cada una de ellas un
parametro distinto (suelen llamarse grados de libertad), y se despejan las incognitas
principales en funcién de estos parametros de abajo hacia arriba.

Del procedimiento anterior que todo SEL escalonado compatible con coeficientes en un
cuerpo infinito tiene una tnica solucién (SCD) o infinitas (SCI).

Como ejemplo, vamos a resolver el SEL escalonado con coeficientes reales siguiente:

z +3y 422 +w = -5
(1.7) y +z +w = -2
—w = 1

La variable z es secundaria mientras que x, y, w son principales. Por tanto, ponemos z = A
donde A es un parametro real, y la pasamos al miembro derecho, como parte de la columna
de términos independientes:

x + 3y +w = —-5-—-2A
(1.8) y tw = —2-X
—w = 1

El sistema (1.8) es equivalente a (1.7). (1.8) se puede resolver directamente, sin mas que
despejar de abajo hacia arriba (primero w en funcién de A, luego y en funcién de A\, w
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y por tanto en funcién de A, y finalmente = en funcién de A). En este caso, se obtiene
directamente w = —1 en la tercera ecuacién, y sustituyendo en la segundas:

y=—-1-—2AX
Sustituyendo ahora los valores obtenidos de w,y en la primera:
r=-3y—w—5-2A=34+3A+1-5-2x=-1+4+ A\
Deducimos que estamos ante un SCI con 1 grado de libertad y soluciones x = —1 +
ANy=—-1-XN\z=X\ w=—1,paratodo A € R,estoes, {(—14+A, —1-X\ A, —1) : A € R}.
1.2.2. Meétodo de Gauss

Este método es un algoritmo que transforma cualquier SEL en un SEL escalonado
equivalente. Asi, la discusién y resolucion del sistema original se reduce a aplicar el pro-
cedimiento descrito en la seccién anterior. La conversién de un SEL en otro escalonado se
lleva a cabo mediante las siguientes transformaciones elementales:

(I) Intercambiar el orden de dos ecuaciones del SEL.
(II) Multiplicar una ecuacién del SEL por un elemento de K distinto de cero.

(III) Sustituir una ecuacién del SEL por el resultado de sumarle a dicha ecuacién otra
ecuacion del SEL multiplicada por un elemento de K.

Proposicién 1.2.2 Las transformaciones elementales (I), (II), (111) transforman un SEL
en otro equivalente.

Demostracion. Evidente. O

Como ejemplo, aplicaremos el método de Gauss para resolver el siguiente SEL no escalo-
nado con coeficientes en R:

z +3y +22 = -5
3 +y -2z = 1
2r 4y —z = 0

Para comenzar a escalonar el SEL eliminaremos la incégnita z de las ecuaciones segunda
y tercera. Para ello, utilizamos transformaciones elementales (concretamente, la transfor-
macién (IIT)): sustituimos la segunda ecuacién por el resultado de sumarle la primera
multiplicada por —3. También sustituimos la tercera ecuacion por el resultado de sumarle
la primera multiplicada por —2. Notemos que estos coeficientes se han determinado usan-
do que el coeficiente de = en la primera ecuacién (que se llama elemento pivot) es 1. Este
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elemento pivot podria haber sido otro nimero real no nulo, lo cual habria complicado los
calculos, por lo cual a veces es conveniente aplicar previamente la transformacién elemen-
tal (IT) a la primera ecuacién para conseguir que el elemento pivot se transforme en 1. Esto
hubiera fallado si la primera ecuacién no contiene a la incégnita x (es decir, su coeficiente
en esa ecuacién es 0), en cuyo caso aplicaremos previamente la transformacién elemental
(I) intercambiando la primera ecuacién por otra que si tenga coeficiente de x distinto de
cero. De este modo, llegamos al SEL equivalente (atin no escalonado):

x +3y 42z = -5
—8y —8z = 16
-5y -5z = 10

En el siguiente paso aplicaremos transformaciones elementales para hacer cero por debajo
del término —8y de la segunda ecuacién. El elemento pivot en este momento es —8, por
lo que conviene dividir por —8 la segunda ecuacion, es decir, aplicar la transformacién
elemental (II). Aunque no es estrictamente necesario, también aplicaremos la transforma-
cién elemental (II) dividiendo la tercera ecuacién por 5, con lo que obtenemos otro SEL
equivalente al original:

r +3y +2z = -5
Yy +z = -2 )
-y —z = 2

que sigue sin estar escalonado pero donde el elemento pivot (coeficiente de y en la segunda
ecuacién) es 1. Aplicamos una transformacién de tipo (III): sustituimos la tercera ecuacién
por el resultado de sumarla con la segunda ecuacion, con lo que llegamos al siguiente SEL
equivalente al original:
x +3y 42z = -5
{ y +z = =27

que ya estd escalonado (notemos que hemos perdido una ecuacién). Razonando como
se explicd en la seccién anterior para SEL escalonados, se tratan z,y como incognitas
principales y z como secundaria: escribimos z = A, y a pasamos a la columna de términos
independientes:
r +3y = —5-2X
{ y = —2-—2A

Asi que estamos ante un SEL compatible indeterminado con 1 grado de libertad (infinitas
soluciones). Para resolverlo, sustituimos en la primera ecuacién el valor de y obtenido en la
segunda, o bien simplificamos aiin mas multiplicando la segunda fila por —3 y sumandosela
a la primera (transformacién elemental (III)):

T = 14+ A
y = —2—2A
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Luego las soluciones del SEL original son

=14+ y=-2—-XA z=A, con AER.

1.2.3. Expresion matricial del método de Gauss

Si analizamos lo anterior, nos daremos cuenta de que al aplicar el método de Gauss
se estan escribiendo superfluamente las incégnitas: lo que de verdad importa en todo
el proceso son los coeficientes del SEL y sus términos independientes. Para abreviar la
escritura se suele desarrollar el método de Gauss con matrices, que hemos estudiado en la
Seccién 1.

Consideremos un SEL general con coeficientes es un cuerpo K dado por:

aj1ry + apre + ... + apxT, = b
an i + awry + ... + amz, = by
ami 1 + amaTys + ... + GmunTn = bm

Se llama matriz de coeficientes del SEL a la matriz

ail ai2 e A1n
a1 a2 T A2n

A= . . . . € men(K)7
Gml Om2 " OGmn

y matriz ampliada del SEL a la matriz

a1 a2 - Qi | b
a1 @z -+ G2y | b2

(Ajp) = | . | € Mak@an(K),
Aml Am2 **° (Amn bm

Notemos que cada fila de (A[b) codifica una de las ecuaciones del SEL: los elementos de
la columna j-ésima de (A|b) con j = 1,...,n son los coeficientes del SEL que acompafian
a la incégnita x;, y la dltima columna de (A|b) contiene los términos independientes del
SEL. La barra vertical en (A[b) indica dénde aparece el signo igual en cada ecuacién del
SEL. Es claro que el SEL queda determinado de forma tnica por su matriz ampliada.

Las transformaciones elementales (I), (II), (III) que se aplicaban a un SEL para con-
vertirlo en escalonado tienen sus andlogos en el lenguaje matricial, que se llaman trans-
formaciones elementales por filas:

(I) Intercambiar la posicién de dos filas de (A[b).
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(IT) Multiplicar una fila de (A|b) por un elemento de K distinto de cero.

(III) Sustituir una fila de (A|b) por el resultado de sumarle a dicha fila otra fila multipli-
cada por un elemento de K.

La implementacién matricial del método de Gauss tiene tres pasos:

1. Escribir la matriz ampliada (A|b) del SEL.

2. Efectuar transformaciones elementales por filas de (A|b) hasta obtener la matriz
ampliada asociada a un SEL escalonado.

3. Escribir el SEL escalonado equivalente al original al que se ha llegado en el punto 2,
discutirlo y resolverlo.

Veamos un ejemplo: queremos resolver el SEL (es el mismo del ltimo ejemplo)

r +3y +2z = -5
3z +y —2z = 1
2 +y —z =

Realizamos los siguientes pasos:

1. Escribimos la matriz ampliada del SEL:

13 2] =5
Ap =31 —2| 1
21 1| 0

2. Realizamos sobre (A|b) tantas transformaciones elementales por filas como sea ne-
cesario hasta obtener la matriz ampliada de un SEL escalonado:

13 2| -5 N 1 3 2| =5 ~
31 -2 1| 3+ | 0 -8 —8| 16 | —if
2 1 -1 0/) (=2m+m \ 0 -5 —5| 10 15,

1 3 2] =5 N 1 3 2] =5

0 -2 01 1| -2

0o —1 -1 2 Fy+F3 0 0 O 0

3. En este punto se puede escribir el SEL obtenido y resolver. En nuestro ejemplo el
SEL al que llegariamos es:

)

_9

r +3y +2z
Y +z

ya solucionado en la seccién anterior.
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Nota 1.2.1 No es posible realizar transformaciones elementales por columnas para resol-
ver un SEL, ya que este tipo de transformaciones no convierten un SEL en otro equivalente.
Por ejemplo, consideremos el SEL con coeficientes reales

r + y = 2
x — y = 0"
que es un SCD con solucién x = y = 1. Si multiplicamos por 2 la segunda columna (esto
es una transformacién elemental de tipo (II) por columnas) obtenemos el SEL

9

r + 2y = 2
z — 2y =0

que es un SCD con solucién z = 1, y = 1/2, distinta a la anterior.

1.2.4. Calculo de la matriz inversa por el método de Gauss-Jordan

Aunque maéas adelante veremos otro método de calculo de la matriz inversa de una
matriz regular, aprovecharemos el método de Gauss para estudiar una variante, llamada
método de Gauss-Jordan, que nos permite calcular dicha matriz inversa.

Sea A € GL(n,K) una matriz regular. Calcular su inversa equivale a solucionar la
siguiente ecuacién matricial con incognita X:

T11 ot Tin
A-X=1,, donde X =

Inl - Tnn

La ecuacién anterior puede verse como un SEL de n? ecuaciones y n? incégnitas Tij, ya

que al multiplicar A por cada columna de X se obtiene cada una de las columnas de I,,:

T11 1

Al--]o0 Tl 0

(1'9) —
0 A T1in 0

Tnn, 1

Escribamos el SEL anterior en forma matricial como Bx = b, siendo B € M,,2(K) la matriz
de coeficientes (la matriz de la izquierda, que estd escrita por bloques), b € M2, (K) la
columna de términos independientes (matriz de la derecha) y x € M2, (K) la columna
de incégnitas.
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Por ser A € Gi(n,K), la matriz B es regular (su inversa tiene la misma estructura
que B cambiando A por A~!). Esto nos dice que el SEL (1.9) es de Cramer. Por la
Proposicién 1.2.1, (1.9) es un SCD. Por tanto, puede resolverse por el método de Gauss
realizando transformaciones elementales por filas a (B|b).

Las mismas transformaciones elementales que se usen para las primeras n filas de B
(en el primer bloque) se pueden usar para cada uno de los siguientes bloques de n filas.
Esto nos dice que aplicar trasformaciones elementales por filas a (B|b) es equivalente a
aplicarlas a la siguiente matriz:

air - agm| 1 -+ 0
(Alln) =
anl 0 App | O o0 1

Bastara entonces con realizar transformaciones elementales por filas a (A|l,,) hasta obtener
la matriz identidad I,, en la parte izquierda de la matriz, es decir, transformandola en otra
del tipo (I,,,C) con C € M, (K). Notemos que cada una de las columnas de C' sera la
solucién del SEL de n? ecuaciones para la correspondiente columna de incégnitas de X,
esto es, C = AL,

El razonamiento anterior es reversible, si podemos aplicar transformaciones elementales
por filas a (A|I,,) llegando a una matriz del tipo (I,|C), entonces A es regular y C = A~L.

Veamos un ejemplo: consideremos la matriz A € M,,(K) dada por

A:<} g)

12 ] 10 12 ] 10
(A|I2)_(—1 2 | 0 1)”(0 4 ’ 1 1)’

de donde concluimos que A es regular. Seguimos aplicando transformaciones elementales
(la segunda de abajo hacia arriba):

(32 | e )= (0 ),

luego la matriz inversa de A es

Entonces,

(1)

1.3. Permutaciones

Definicién 1.3.1 Sea S(n) = {1,2,...,n} C N. Llamaremos permutacion de S(n) (o de
n elementos cualesquiera) a toda aplicacién biyectiva o : S(n) — S(n). Al conjunto de
todas las permutaciones de S(n) lo denotaremos por S, que tiene cardinal n!.
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Como se vio en la Seccién 0.2.1, S,, con la composicién tiene estructura de grupo (no
abeliano a menos que n > 2). A veces a la composicién en S, se la llama producto.
La notacion estandar para permutaciones es

Por ejemplo,
1 2 3 4 1 2 3
2 41 3)° 3 1 2
son permutaciones en Sy y S3, respectivamente.

Definicién 1.3.2 (A) Un ciclo es una permutacién o € S,, que verifica que la reordena-
cién de los elementos que no son fijos es circular. Por ejemplo,

/12345 /12345
“\23451) "T"\23415)

son ciclos, pero
(1
7=\ 2

Existe una notacion simplificada para ciclos. En ella, o y 7 se escriben

—_ W
(G2 QTN
B~ ot
~__

w N

no lo es.

c=(12345)€S;5, T=(1234)¢€Ss.

(B) Se llama longitud de un ciclo al nimero de simbolos no fijos de un ciclo. Por ejemplo,
0=(12345) € S;5 tiene longitud 5, y 7 = (1 2 3 4) € S5 tiene longitud 4.

Lema 1.3.1 Toda permutacion o € Sy, 0 # 1, se descompone como producto de ciclos
disjuntos.

Demostracion. Tomemos una permutacion

Supongamos primero que 1 no es fijo por o. Consideremos el ciclo

= (Lo() *(1) ... a* (1),
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donde s es el menor niimero natural que verifica 07! = 1 (s existe porque {1,2,...,n} es
un conjunto finito). Llamemos o!(1) =4;, Vt=1,...s.

Si s = n, hemos terminado: ¢ es un ciclo.

Si s > n, en 71 hay més de n cifras, luego al menos dos cifras se repiten. Asi, existen
indices 7,5 € {1,...,s} tales que o%(1) = 07(1), luego o ~**J(1) = 1. Por lo tanto, —i +j >
s+ 1, y de aqui se tiene que j > s+ i+ 1. Como j < s, obtenemos que ¢ + 1 < 0,
contradiccion.

Supongamos entonces que s < n. Y por tanto, quedan ji,...,jn—s cifras que no han
salido en 71. Ordenemos estas cifras de menor a mayor:

j1<...<jn757

y la restriccién de o a {j1,...,jn—s} vuelve a ser una permutacién, a la aplicaremos el
razonamiento anterior. En un numero finito de pasos se termina, y por tanto,

o=y i)y oege) e (k1 e k),

que es un producto de ciclos. Esto termina la demostracién en el caso de que 1 no sea fijo
por 0. Si o(1) = 1, basta aplicar el razonamiento anterior al primer digito de {2,...,n}
que no sea fijo por o. O

Definiciéon 1.3.3 Una trasposicion es un ciclo de longitud dos. Por ejemplo, las siguientes
permutaciones son trasposiciones:

1 2 3 45 1 2 3 4 5
"_(1 3 2 4 5)_(23)’ T_<5 2 3 4 1>_(15)‘
Lema 1.3.2 Todo ciclo se descompone como producto de trasposiciones.
Demostracion. (i1, ...,i,) = (i1,42) ..« (ip—1, 7). O
Como consecuencia de los Lemas 1.3.1 y 1.3.2 tenemos:

Lema 1.3.3 Toda permutacion se descompone como producto de trasposiciones.

En general, la descomposicién de una permutacién en producto de trasposiciones no
es Unica. Por ejemplo,
[ =(1234)=(12)(23)(34)
1 =(2341)=(23)(34)(41)

Teorema 1.3.1 Dada o € Sy, la paridad ¢ imparidad del nimero de trasposiciones en
que se descompone o no depende de la descomposicion, sino sélo de o.
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Demostracion. Tomemos dos descomposiciones de o en producto de trasposiciones:

o= (i1 i2) ... (ip—1 %) = (J1 J2) - - - (Js—1 Js)-
Asi,
(ir—l ir) . (il iz)(j1 j2) e (js—l ]s) =1,

luego hemos reducido el enunciado a probar que la identidad sélo puede descomponerse en
un numero par de trasposiciones. Para ver esto, consideremos ahora el polinomio simétrico
de n variables,

P: R™ - R
(X1, oymy) — H(:c, —xj).
1<j
Dados i,j € {1,...,n}, i < j, podemos escribir P como

P(xl,...,mn) = (xi—mj)- H (a:i—:ck)(xj —xk) ~Q,
k=1
ki
k#J

donde Q = Q(z1,...,%i,...,Zj,...%,) €s un polinomio en n — 2 variables. Llamemos o a
la trasposicién o = (i j), con i < j. Entonces, de la ltima ecuacién se tiene que

P(2o(1ys -+ Tom)) = —P(z1,.. ., 70).
Y por tanto, si 01,09 son dos trasposiciones,
P(Z(51002)(1)s - - - T(1000)(n)) = —P(Tay(1)s -+ > Tayn)) = P21, -+, Tn),
y en general, si 01,...,0s son trasposiciones,
P(Z(510...004)(1)5 - s T(or0..005)(n)) = (—1)° - P(21, ..., Tn).

Luego si descomponemos la identidad de .S, como producto de s trasposiciones, 1 =
010...0 0, entonces de la iltima férmula obtenemos que

P(xy,...,xn) = (=1)° - P(x1,...,20),

V(z1,...x,) € R™. Luego s debe ser par (P no es idénticamente cero). O

Definiciéon 1.3.4
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(A) Una permutacién o € S, se dice par (resp. impar) cuando se descompone en un

numero par (resp. impar) de trasposiciones.

Por ejemplo,
(1 2 3
= 231

(1
T\ 2

(B) Se define la signatura de una permutacién o € S,, como

. — (_1\lo] — 1 sioes par,
sig(o) := (1) { —1 si o esimpar.

oc=(1234) esimpar,

5

X ) =(123)(45)=(12)(23)(45) es impar,

:13 i §>:(123):(12)(23) es par.

[SUI NS, BN

La notacién [o] corresponde al nimero de inversiones de o: diremos que dos elementos
i < jde{l,...,n} presentan una inversién de o si (i) > o(j).

Lema 1.3.4 sig: S, — ({—1,1},-) es un homomorfismo de grupos. En particular, se
verifican:

sig(o o 7) = sig(o) - sig(7), sig(o) =sig(e™!), sig(l) = 1.

Demostracion. Sean o,7 € S,,. Veamos que sig(o o 1) = sig(o)- sig(r), y habremos ter-
minado. Notemos que si tenemos o y 7 descompuestas en producto de trasposiciones, al
yuxtaponer estas descomposiciones tendremos una descomposicién de ¢ o 7 en producto
de trasposiciones, y el nimero de trasposiciones que aparece en dicha descomposicién para
o o7 es la suma de los nimeros de trasposiciones de las descomposiciones de o y de 7.
Asi pues, si ambas son pares 6 ambas impares, la composicién es par, y si una es par y la
otra impar, la composicion es impar. O

1.4. Determinante de una matriz cuadrada

En toda esta seccién, K serd un cuerpo conmutativo de caracteristica distinta de 2, a
cuyos elementos llamaremos escalares.

Definicién 1.4.1 Sea A = (a;j)i,j € Mu(K). Se define el determinante de A como

ail A1n
(1.10) det A=Al =] -+ - oo [i= ) sig(0) A1)t - Go(myn

Apl *°°  Qpn c€Sy
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Por ejemplo, en el caso n = 2 tenemos

aip ai2

= a110a22 — 12021,
a1 a2

y si n = 3 tenemos la regla de Sarrus:

a1l a2 a3
21 Q22 Q23 | = 11022033 + @12023G31 + 413021032 — G13G22G31 — Q12021033 — A11023032.
a3z1 az2 as3

Volviendo al caso general, notemos que en cada sumando de la sumatoria de (1.10) aparece
un unico elemento de cada fila y de cada columna. El siguiente resultado muestra que el
papel de filas y columnas es intercambiable en la definicion de determinante.

Proposicién 1.4.1 det A = det A%, para toda A € M, (K).
Demostracion. Sea A = (a;j) y A" = (b;;) (esto es, bij = aj;).

det A = Z Sig(a) ag(l)l cee aa(n)n

O'ESn
a

= Z sig(a) ala_1(1).. Z lg 1 a10_1() . ana_l(n)
€Sn
g(T

—
=

O’GSn

(é) Z Sig( )alT(l) Qn 1 (n) i Z
€Sn

TESY
= det A,

) (1)1 (n)n

donde en (a) se reordenan (usando la conmutatividad de K) los factores de cada sumando
por orden creciente del primer subindice; en (b) se usa que sig(c) = sig(c~!) (Lema 1.3.4);
en (c) se ha sustituido 7 = ¢! y se ha usado en el indice de la sumatoria que es equivalente
sumar en 0 € S, que en 7 = o' € S, ya que la aplicacién o — ¢! es una biyeccién de
Sy, en si mismo; por tltimo, en (d) se ha sustituido cada a;; por bj;. O

Nota 1.4.1 Como consecuencia de la Proposicion 1.4.1, todas las propiedades de los de-
terminantes que se obtengan “por columnas” serdn también validas “por filas” y viceversa.

1.4.1. Propiedades elementales de los determinantes

Proposicién 1.4.2 Sea A € M, (K). Entonces:

1. Si una fila o columna de A se multiplica por un escalar a € K, entonces el deter-
minante de la matriz resultante también queda multiplicado por a. En particular,

laA| = a™|Al.
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2. Si cada elementos ay, de una fila o columna se expresa como la suma de dos escalares
ar = b + ci, entonces |A| es igual a la suma de dos determinantes, uno de ellos
con cada escalar ai reemplazado por el primer escalar de la suma by, y el otro con
el sequndo cy,.

3. Si se intercambian dos filas entre si (o columnas), el determinante de la matriz
resultante cambia de signo.

4. Dada una permutacion oy € Sy, sea A% la matriz que se obtiene cambiando cada
fila (o columna) i-ésima de A por la oo(i)-ésima. Entonces, |A%°| = sig(op) | 4|.

5. Si dos filas o columnas de |A| son iguales, entonces |A| = 0.

6. Si dos filas o columnas de |A| son proporcionales (en particular, si una es nula),
entonces |A] = 0.

7. Si una fila o columna de A se puede expresar como combinacion lineal del resto de
filas o columnas, entonces |A| = 0.

8. Si a una fila o columna de A se le suma una combinacion lineal del resto de filas o
columnas, entonces el valor del determinante no varia.

9. det I, = 1.

10. Si C € M,(K), entonces |A-C| = |A|-|C|. En particular |A-C| =|C - A|.

Demostracion. Probamos cada apartado anterior por filas (por columnas se tendrd pro-
bado gracias a la Nota 1.4.1)

Para el apartado 1, como en cada sumando de (1.10) aparece un tnico elemento de cada
fila y de cada columna, necesariamente en cada sumando aparecerd un tinico elemento de
la fila multiplicada por a. Usando la conmutatividad de K podemos sacar factor comun «a
aplicando la propiedad distributiva en K.

Para el apartado 2, al reemplazar cada ay, por by + ¢, en (1.10), se obtiene que en cada
sumando un tnico factor se reemplaza por (by + ¢i). Aplicando la propiedad distributiva
en K se tiene lo que se busca.

Para el apartado 3, supongamos que se intercambian las filas i-ésima y j-ésima de A,
1 < i < j < n. Consideremos la trasposicion 7 = (ij) € S,. Sea A" la correspondiente
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matriz obtenida permutando las filas i, j. Entonces,

det A7 =Y sig(0) Ao(r(1))1 -+ Ao(r(m))m

O’ESn
CL
= Z Slg 0o T a(aor)(l) 1- a(am’)(n),n
(b)
: Z 1...aa/(n)n:—detA.
€Sn
donde en (a) se ha usado que sig(o o 7) = —sig(o) (porque T es una trasposicién) y en

(b) se ha llamado ¢’ a o o 7 y se ha usado que, fijada 7 € S,,, la aplicacién o — ¢’ es una
biyeccién en S,,.

El apartado 4 sobre A%° se deduce del apartado 3, usando que toda permutacion se
escribe como producto de un niimero par o impar de trasposiciones.

El apartado 5 es consecuencia directa del 3 (ya que la caracteristica de K es distinta
de 2), y el apartado 6 se deduce directamente de 1 y 5. El apartado 7 se deduce de 2 y 6.
El 8 se deduce de 2 y 7.

Para el apartado 9, recordemos que (I,);; = d;; por lo que

det I, = Z sig(o) (50(1)1 .. '60(n)n =011...0pn = 1.
(J’GSn

Por tltimo, la demostracion de la propiedad no es inmediata a partir de la definicién (1.10),
sino que se prueba a partir del enfoque de determinante de una matriz a partir del de-
terminante de un endomorfismo (se prueba que el determinante de la composicién de dos
endomorfismos es el producto de los determinantes de ambos endomorfismos). Posponemos
esta demostracién hasta estudiar este enfoque!. O

Nota 1.4.2 De los dos tltimos apartados se deduce que si A € M,,(K) es regular, entonces
1 =det(A- A7) =det A-det(A™})

En particular, det A # 0y det(A~1) = (det A)~!. El reciproco es cierto (Proposicién 1.4.4)

1.4.2. Desarrollo del determinante por adjuntos

Definicién 1.4.2 Dada una matriz A = (a;);; € M, (K), llamaremos

» Menor complementario del elemento (i,7) al determinante «;; € K de la matriz de
orden n — 1 que se obtiene suprimiendo la fila i-ésima y la columna j-ésima de A.

'Una demostracién distinta puede consultarse en el libro de L. Merino y E. Santos.
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= Adjunto del elemento (i,5) a A;; = (=1)ay; € K, y matriz adjunta, Adj(A) =
(Asj)i; € Myp(K) a la la matriz cuyo elemento (i, j) es el adjunto del elemento (i, j)
de A, Vi,je{1,...,n}.

Proposicién 1.4.3 Sea A = (a;5)i; € My,(K).
1. Dados iy, jo € {i,...n}, se tiene
n
|A| = Z a;jDNiy;  (desarrollo por la fila i),
j=1

n
= ZaijoAijo (desarrollo por la columna jp).
i=1

n n
2. ZaikAjk = ZakiAkj =d0iilAl, 4,5 €{l,...,n}.
k=1 k=1

9. A-[Aj(A)]! = [Adi(A))t - A = AL,

Demostracion. Para el apartado 1, consideremos primero el caso ig = 1. Dado j €
{1,...,n}, lamemos S[j| := {0 € Sy, : 0(1) = j}, conjunto de (n—1)! elementos. Entonces,

(a) o
‘A| = Z (_1)[ ] A1o(1) - - - Cno(n)

oc€Sh

b) = o

(: Zalj Z (_1)[ } 20(2) - - - Ono(n)
j=1 €Sl

DSy |3 D g gy
j=1 oS

Y e = 3 a1 ay = Y ayAy,
=1 i=1 =

donde en (a) se ha usado la definicién de |A| (= |A!]); en (b) se han agrupado los sumandos
segtin el valor de j = o(1); en (c) se multiplica y divide por (—1)7=!; en (d) se ha usa la

siguiente expresiéon del menor complementario:

aly = Z (_1)[0]7071) A25(2) - - - Ano(n)s
oSl

que se deduce de que en cada sumando los valores ¢(2),...,0(n) pueden verse como una
permutacién del conjunto A = {1,...,7 — 1,5+ 1,...,n} cuyo ntmero de inversiones se
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calcula descontando a [o] las j — 1 inversiones correspondientes a o(1) = j. Esto prueba
la férmula del desarrollo del determinante por la primera fila.

Para el caso ig > 1, haciendo i9—1 trasposiciones de indices contiguos de filas llevaremos
la ig-ésima de A hasta la primera posicién, con lo que llegaremos una nueva matriz Ay
cuyo determinante es |Ag| = (—1)%~!|A|. Los menores complementarios de la primera fila
de Ag son iguales a los menores complementarios de la fila ig de A; y los adjuntos de
Ag difieren de los de A en el factor (—1)©~1. Esto nos dice que aplicando el desarrollo
del determinante de A por la primera fila y multiplicando la expresién por (—1)%~1 se
obtiene el desarrollo del determinante de A por los adjuntos de su fila ig-ésima.

Finalmente, el desarrollo del determinante por la columna jy-ésima se reduce al del
desarrollo por filas sin mas que trasponer la matriz y usar que los menores complementarios
del elemento (i, j) de la matriz A y (j,4) de la matriz A? coinciden. Esto termina de probar
el apartado 1.

Veamos el apartado 2: en el caso ¢ = j la férmula se tiene porque

n
(1.11) > ainljk
k=1
es el desarrollo de |A| por los adjuntos de su fila i-ésima, y
n
(1.12) Z arilr;
k=1

es el desarrollo de |A| por los adjuntos de su columna j-ésima. En el caso i # j, (1.11) se
anula porque es el desarrollo por adjuntos de una matriz con dos filas repetidas; concre-
tamente, la matriz que se obtiene reemplazando en A su fila j-ésima por su fila i-ésima
(va que el adjunto del elemento (7, k) es el mismo para esas dos matrices). Un argumento
similar prueba que (1.12) se anula si i # j.

El apartado 3 no es mas que escribir el 2 en forma matricial. O

Usando la Proposicién 1.4.3, el célculo de un determinante de orden n se reduce al de
n determinantes de orden n — 1. En principio, esto permite reducir formalmente el calculo
de un determinante de cualquier orden n > 3 al caso n = 3, para el cual podemos usar
la regla de Sarrus. Sin embargo, este procedimiento no es eficiente: se necesitaran calcular
n!/3! = n!/6 determinantes de orden 3, pero n! crece demasiado rapido para que este
algoritmo sea computacionalmente eficiente. Esto se resuelve usando las otras propiedades
de los determinantes (Proposicién 1.4.2) para simplificar los célculos.

1.4.3. Calculo de un determinante “haciendo ceros” (Regla de Chio)

Esencialmente, esta regla consiste en conseguir que todos los elementos de una fila o
columna del determinante de una matriz A € M,,(K) sean nulos excepto uno de ellos, al
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cual llamaremos elemento base o pivot, que ademads se podra tomar como 1. Aplicando el
desarrollo por los adjuntos de esa fila o columna tendremos que |A| coincide con el adjunto
del elemento base. Lo vemos mas en detalle:

1. Escogemos una fila o columna de A que contenga un 1 o un —1 y el mayor niimero
posible ceros. En el caso de que ningun elemento de A sea 1 6 —1, escogeremos
uno de los elementos no nulos?, a, de la fila o columna elegida de entre las de més
ceros, y dividiremos todos los elementos de esa fila o columna por a; esto hara que
el determinante quede dividido por a. Con esto tendremos elegido el elemento base.

2. Una vez escogido el elemento base, haremos que el resto de los elementos de su fila o
columna sean nulos multiplicando sucesivamente la columna o fila del elemento base
por un escalar apropiado y restandolo o sumandolo a las otras columnas o filas.

Por ejemplo, si el elemento base es aj; = 1 y escogemos hacer ceros en la primera fila,
multiplicaremos sucesivamente su columna por aio,..., a1, restaremos el resultado a las
siguientes columnas:

1 ap - am 1 0 ... 0
|A| | @21 ag2 --- A2pn | | @21 G22 — Q12021 --°  A2p — Q1nG21
anl Aap2 -  Qpp anl Aap2 — a120p1  ***  Qpp — A1nQnl

Segun lo anterior, |A| es el adjunto A;j; de la matriz de la derecha. En general, el deter-
minante a calcular serd 1/a (recordemos el paso 1 anterior) multiplicado por el adjunto
del elemento base o su opuesto, segun que el elemento base fuera 1 6 —1. En el ejemplo
anterior,

Al =1-A11 +0-App+---+0-Ay = Aqy.

Ejemplo 1.4.1 Calculemos el siguiente determinante usando la regla de Chio:

5 3 2 3
4 3 1 1
11 21
0 2 2 3

Los pasos son entonces: (1) tomamos como elemento base el (3, 1) y desarrollaremos por la
primera columna (pues a3; = 1 y la primera columna tiene el mayor nimero de ceros); (2)
para conseguir que en la primera columna los elementos distintos de la posicién (3, 1) sean
0, multiplicamos la tercera fila por 5 y 4 y se la restamos a la primera y la segunda filas;

2Si todos los elementos de una fila o columna de A son 0, entonces det A = 0 y no hay nada que calcular.
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(3) el determinante se reduce entonces al adjunto del elemento (3,1) de la nueva matriz.
Esto es:

532 3 0 -2 —8 —2

-2 -8 -2 —2 -8 -2
R U I B N R REY I N B
1121 1 1 2 1 s 5 3 o o 3
0223 0 2 2 3

Este tltimo determinante ya se puede calcular usando la regla de Sarrus. No obstante,
puede ser mas sencillo seguir aplicando la regla de Chio, tomando ahora como base el
elemento (2,1) y desarrollando por los adjuntos de su columna:

-2 -8 -2 0 6 4 6 4
-1 =7 3= -1 =7 3 =D ‘:30.
2 2 3 0 -12 -3

1.4.4. Calculo de la inversa de una matriz regular

Veamos el reciproco de la Nota 1.4.2.

Proposicién 1.4.4 Sea A = (a;j)i; € Mn(K). Si |A| # 0, entonces A es regular y su
inversa viene dada por:
1 Adj(A)!
A7l =
|A]

Demostracion. Como |A| # 0, podemos dividir por |A| en el apartado 3 de la Proposi-
cién 1.4.3, y aplicar la definicién de matriz inversa. O

Nota 1.4.3 Es muy féacil comprobar aplicando la definicién que la matriz traspuesta de
Adj(A) es la matriz adjunta de A, es decir Adj(A)? = Adj(A?).

Corolario 1.4.1 Sea A € M,,(K). Entonces, A € GL(n,K) si y sdlo si Si det A # 0.

Ejemplo 1.4.2 Calculemos la inversa de la matriz

1 2 -1
A= 3 4 -3
2 2 2

Calculamos en primer lugar su determinante:

1 2 -1 1 2 -1
34 -3|=|0 -2 0|=-8
2 2 2 0 -2 4
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Como det A # 0, sabemos que A es regular luego admite inversa. Para calcularla, primero
calculamos la matriz adjunta:

14 —12 -2
AdjA)=| -6 4 2
-2 0 -2

Ahora aplicamos la férmula de la Proposicién 1.4.4:

) . 14 —6 —2 ~7/4  3/4 1/4
A—lzm.Adj(A)t:@- -12 4 0 |=| 3/2 -1/2 0
-2 2 -2 1/4 —1/4 1/4

1.5. Aplicaciones de los determinantes a los SEL

1.5.1. Rango por filas y por columnas

Definicién 1.5.1 Sea A € M,,xn(K).

1. Una submatriz de A es una matriz B que se obtenga suprimiendo k filas y [ columnas
de A, donde k € {0,1,...m}, 1 €{0,1,...,n}.

2. Las filas de submatriz B de A se dicen linealmente independientes cuando no existe
una fila f de B que se pueda expresar como combinacion lineal de las filas de B\ {f}.
Por ejemplo, si B estd formado por una sola fila, entonces es B es linealmente
independiente si y s6lo si B # 0; y si B esta formado por dos filas, entonces es B es
linealmente independiente si y sélo si sus filas no son proporcionales. Todo esto se
puede expresar andlogamente para columnas de A.

3. Llamaremos rango por filas (resp. por columnas) de A al nimero méaximo de filas
(resp. columnas) de A linealmente independientes.

Por ejemplo, el rango de una matriz escalonada coincide con el numero de filas
no nulas que contiene. Esto quiere decir que el método de Gauss permite también
calcular el rango de una matriz.

4. Un menor de orden h de A es una submatriz cuadrada de orden h € {1,..., min{m,n}}).

Nota 1.5.1 Aunque ain no podemos probarlo, los rangos por filas y por comunas de una
matriz coinciden (Teorema del Rango).

Recordemos las transformaciones elementales (por filas) introducidas para el estudio
de los SEL en la Seccién 1.2.3. Es facil comprobar que estas transformaciones no alteran
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el rango por filas de la matriz a la que se aplican, y por el Teorema del Rango, tampoco
alteran el rango si se realizan por columnas.

Para probar la siguiente proposicién usaremos resultados que aiin no se han demostra-
do, pero es 1til enunciarla ahora por razones précticas.

Proposicién 1.5.1 El rango de una matriz A € My,«xn(K) es el mayor orden h de los
menores de A con determinante distinto de 0.

Demostracion. Llemamos r = rango(A), y sea h el orden de un menor B de A con deter-
minante distinto de cero.

: Las h columnas (o filas) de B son linealmente independientes. Por tanto, las
correspondientes h columnas (o filas) de A también son linealmente independientes.
: Por definicién de rango por columnas, A contiene r columnas independientes.

Estas forman una submatriz B € M,,x,, y el rango de B por columnas coincide con su
rango por filas. Por tanto, B contiene r filas linealmente independientes. Estas r filas de
B forman una submatriz cuadrada C' de B de orden r. Es claro que C es una submatriz
cuadrada de A. Ademds, |C| # 0 al ser independientes sus filas y columnas. O

En la demostracién anterior se han usado los siguientes resultados que se probarin
méas adelante:

1. El Teorema del Rango (el rango por filas de cualquier matriz es igual a su rango
por columnas), para poder hablar sélo del rango de la matriz A. Este resultado se
verd en la Seccién 4.6 como consecuencia de los anuladores en el espacio dual y la
aplicacién traspuesta.

2. Si una matriz cuadrada es regular (equivalentemente, si su determinante es no nulo),
entonces sus columnas son linealmente independientes. Y reciprocamente: si una
matriz cuadrada tiene todas sus columnas independientes, entonces es regular. Esto
se verd en la Seccién 3.2.

Calcular el rango de una matriz A € M, «,(K) se reduce entonces a encontrar un
menor con determinante distinto de cero del orden mayor posible. A menudo, esto se pueda
hacer con una simple inspeccién de los elementos de A, pero es util disponer de un método
sistemdtico. Supongamos que se ha obtenido un menor B de A con orden h < min{m,n}
y determinante distinto de 0. No hace falta calcular todos los determinantes de menores
de orden h + 1, sino sélo los de aquellos que contienen a la submatriz B.

Lo explicamos con un ejemplo: Consideremos la matriz

-5 -3 1 -1 0

-1 0 2 10

A=Ay = 1 1 1 10
2 0 —4 -2 0

0

-3 -3 -3 2
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1. Primero suprimimos las filas o columnas que sean nulas o proporcionales a otras.

En nuestro ejemplo se puede suprimir la iltima columna (por ser nula) y la cuarta
fila (por ser proporcional a la segunda). El problema se reduce entonces a calcular
el rango de? la submatriz

-5 -3 1 -1
-1 0 2 1
A= 1 1 1 1
-3 -3 -3 2

2. Escogemos un elemento de la matriz A; que sea distinto de 0, con lo que podemos
asegurar que el rango es al menos 1. A continuacion, orlamos ese menor, esto es,
formamos un menor de orden 2, anadiéndole elementos de una nueva fila y columna
de A;. Si alguno de esos menores tiene determinante no nulo podremos asegurar que
el rango de A es al menos 2, y repetir sucesivamente este paso.

En el ejemplo, escogemos el elemento -5 (elemento (1,1)) que es distinto de 0, y lo
orlamos con los elementos de las segundas fila y columna para obtener el menor B de
-5 -3
-1 0
implica que rango(A) > 2. Seguimos orlando de la manera maés sencilla (usando la
tercera fila y columna de A;), pero encontramos

Aj de orden 2 cuyo determinante es = —3, también distinto de 0. Esto

-5 =3 1
-1 0 2|=0.
1 11

Asi que no concluimos nada al orlar B de esta forma. En este caso, debemos orlar
B de otra manera y seguir comprobando. Por ejemplo, en vez de aniadir la tercera
columna anadimos la cuarta, y seguimos orlando con la tercera fila:

-5 -3 -1
Bi=| -1 0 1], |B|=0-3+1-0-3+5=0.
1 1 1

Asi que no nos quedan opciones con la tercera fila de A; para orlar B. Seguimos
orlando B pero con la cuarta fila de A;. Empezamos con la tercera columna de Aj:

-5 -3 1
Bo=|( -1 0 2], [Bl=0+18+3-0+9-30=0.
-3 -3 -3

3F1 procedimiento sigue siendo vélido sin suprimir la cuarta fila, aunque resulta més largo.
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Como tampoco nos vale, seguimos orlando B con la cuarta fila de A; y ahora con la
cuarta columna de Aj:

5 -3 -1
Bs=| -1 0 1|, |Bs=0+9-3-0—6—15+#0,
-3 -3 2

luego Bs es un menor de orden 3 con determinante no nulo. Por tanto, rango(A4) > 3.
Ahora tenemos que orlar Bj, y s6lo hay una manera posible, que es con toda la matriz
Aj. Pero |A1| = 0, luego el rango de A; no puede ser 4. Asi que rango(A) = 3.

1.5.2. Regla de Cramer y Teorema de Rouché-Frobenius

Recordemos que en la Proposicién 1.2.1 se vio que todo sistema de Cramer Az = b es
un SCD, y que su solucién estd dada por z = A~'b.

Proposicién 1.5.2 (Regla de Cramer) Sea Ax = b un sistema de Cramer, es decir,
A € Gl(n,K). Entonces, su unica solucion viene dada por

bi a2 -+ aip ainr a2 - by
by ax --- a az1 az -+ by
(1 13) " bn Ap2 - Aapn " anl QAap2 - bn
. 1= e =
| e |A

(el numerador de x; se obtiene calculando el determinante de la matriz obtenida tras
reemplazar la columna j-ésima de A por la columna de términos independientes b).

Demostracion. Usando la forma explicita de la matriz inversa tenemos

Au Ba e Bm gb)l Yo Aqrb;
— ]- . 1 A12 A22 P An2 2 1 1= .
r=A"1b="Adj(A)\ b= — S : 7
‘A| |A’ : |A’ . .A ,
Aln Agn s Ann bn Z@':1 inYi

y (1.13) se deduce de que cada componente > . | A;ib; = Y -, bjA;j es el desarrollo por
los adjuntos de la columna j-ésima en el numerador de (1.13) . O

Ejemplo 1.5.1 Discutiremos y resolveremos el SEL

201 —x0o+ 23 =3
209 —x3 =1
—I1 + X9 =1
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El determinante de la matriz A de coeficientes es:

2 —1 1 2 1 0
0 2 -1|=| 02 -1 :’_11’:3,
-1 1 0 -11 0

luego A € GI(3,R) y el sistema es de Cramer. Calculamos su solucién por la regla de
Cramer:

1 3 —1 1 1 4 1 0
r1=g 1 2 —-1|= 3 1 2 —-1|=1
1 1 0 1 1 0
1 2 3 1 1 2 4 0
T2 =g 01 -1 |= 3 01 —-1|=2
-1 1 -1 1 0
1 2 -1 3 1 015
T3 =3 0 2 1|= 3 0 2 1|=3
-1 1 1 -1 1 1
Consideremos ahora un SEL arbitrario,
(1.14) Az = b, A € Myyun(K).

Como la matriz de coeficientes A es una submatriz de la matriz ampliada (A[b), se tiene
que rango(A) < rango(A|b). Ademds, como (A|b) sélo tiene una columna més que A,
tenemos dos opciones: rango(A) = rango(A|b) o bien rango(A) + 1 = rango(Alb).

Teorema 1.5.1 (Rouché-Frobenius) ElSEL (1.14) es compatible si y sélo sirango(A) =
rango(Alb).

Demostracion. Supongamos que (1.14) compatible, y sea (z1,...,z,) € K" una solucién.
Reescribiendo (1.14) como

ai aiz ain by
a1 a2 A2n .
(1.15) xr1 + T + Ty = : ,
b
am1 am?2 Amn m

es evidente que la columna b de términos independientes es combinacién lineal de las
columnas de A, luego b no aporta nada al rango de (A|b) por columnas, es decir, rango(A) =
rango(A|b).
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Reciprocamente, supongamos que rango(A) = rango(A|b). Viendo este rango por co-
lumnas, concluimos que b ha de ser combinacién lineal de las columnas de A, y por tanto
existen x1,...,x, € K tales que (1.15) se cumple, es decir (z1,...,x,) € K" es solucién
de (1.14). O

Supongamos que (1.14) es compatible, y por tanto, rango(A) = rango(Alb) := 7.
Tomemos un menor B de A con determinante distinto de cero y orden r (B es también un
menor de (A|b) que representa su rango). Suprimimos las filas de (A|b) que no contengan
las filas de B. Las columnas de B determinan r incégnitas que tomaremos como principales
del sistema. Las otras n — r incdgnitas se consideran secundarias, y se las puede tomar
como parametros A, ..., \,—, y aplicarles la regla de Cramer. (en particular, (1.14) sera
determinado si y sélo si n = r). Suponiendo que esas incégnitas principales son las r
primeras, el SEL original resulta equivalente a:

a11x1 + ... +ayx, = by — al(T+1))\1 e — QlnA—r
ar1®1 + ..+ Ay = by — ar(r—i—l)/\l e = QA

Para cada valor de los parametros, este sistema es de Cramer, por lo que podemos usar la
regla de Cramer para solucionarlo:

by — al(,«+1))\1 coe T AipAn—r @12 cc air
br — Qrry) Ao = QrpAn—r Ar2 ccc Gpr
Tl = goo
aip - Q1
Apl - Qe
air - G1(p—1) b1 — CL1(,«+1))\1 cee = QA
arl “ee G’T(T—l) bT’ — a”l"(?”-‘rl)Al el arnAn—r
ey Ty =
aip - Qi
Qr1 0 Qpp

Ejemplo 1.5.2 Discutiremos y resolveremos el SEL

1 +rot+x3+wy =1
—r1t+z2—a3+ars =0
—x1+5T9 —x3+ 514 =2
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Primero escribimos la matriz ampliada,

11 1 1|1
(Alp)= -1 1 -1 110
-1 5 -1 5|2
Para calcular el rango de A consideramos el menor | 1 1 = 2(# 0). El rango de A es,
por tanto, al menos 2. Orlando este menor se ontiene
11 1 1 1 1
-1 1 -1 |=0, -1 1 1|=0.
-1 5 -1 -1 5
Por tanto, el rango de A es 2 y el menor B = ( 71 1 > tiene orden maximo dentro de

A con determinante no nulo.
Para (A|b) tenemos una posibilidad méas a la hora de orlar, que es haciéndolo con la
columna de términos independientes. Como

111
~1 1 0]=0,
~1 5 2

deducimos que rango(A|b) = 2, luego sistema es compatible e indeterminado. Para resol-
verlo, teniendo en cuenta el menor B, suprimimos la tercera ecuacion y escogemos x1, T2
como incégnitas principales. Asi, x3, x4 se toman como pardmetros,

T3 =\ T4 = A2,

y el sistema se reescribe
T1+x9 =1—XA — Ao
—T1+x2 = A — A2 ’

Su solucién usando la regla de Cramer es

R SN TP P B U SN
179 M—X 1| 2 b
1 Ll-h—X|_1
SER N S R W v
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Ejercicios.
. Probar la Proposicién 1.1.1.

. Discutir y resolver el siguiente SEL:

xr 4+ 2y + s = 7
Yy + z — 25 + t = 2 .
2c — y + z 4+ 4s 4+ t =0

. Discutir y resolver el siguiente SEL con coeficientes complejos:

tx + iy + z =0
zx - 3y + 2z = 0
2ix + ((+1)z = i

. Discutir y resolver el siguiente SEL con coeficientes reales:

- 4y — z = =7
r + y + z = 2
r — 2y + z = -2
- + 2y = 3

: : . A
. Probar que si tenemos una matriz por cajas ( c Oanm ) donde A € M, (K),D €
M, (K) y C € My, xn(K), entonces

AlO

. Demuéstrese que si A € GL(n,K) entonces A® € GL(n,K) siendo (A%)~1 = (471)%.
. Constriiyanse explicitamente todos los elementos de 57,52 y S3.

. Demuéstrese por induccién que el cardinal (ndmero de elementos) de S, esn!:=1-2-
s (n—1) - n.

. Probar que el grupo de permutaciones S, es abeliano si y sélo si n < 2. Dado un
conjunto X # @ (posiblemente infinito), demostrar que (S(X), o) no es abeliano salvo
que el nimero de elementos de X sea 1 6 2.

. Demuéstrese que en cada grupo S, con n > 2 el nimero de permutaciones pares es
igual al de las impares.
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11. Calcular el valor de los siguientes determinantes:

3 a a a a
a 3 a a a
a)|la a 3 a a
a a a 3 a
a a a a 3
2 n—1
1 a1 a% ay X
—
1 as a3 s X
2 n—
by | 1 a3 a3 --- ag (Vandermonde)
2 n—1
1 ap ap -~ al

12.  a) Una matriz A € M,,(K) se dice antisimétrica si A® = —A. Probar que si A es
antisimétrica, entonces det(A) = (—1)" det(A).
b) Una matriz A € Gl(n,K) se dice ortogonal si A® = A~L. Probar que si A es
ortogonal, entonces det(A) = +1.

c) Una matriz A € M,,(C) se dice hermitica si A® = A (conjugada de la matriz A).
Probar que si A es hermitica, entonces:
1) det(A) € Ry los elementos de la diagonal principal son ndmeros reales.
2) A se puede escribir A = B +iC donde B,C € M, (R) con B simétricay C
antisimétrica.
3) La inversa de una matriz hermitica invertible es también hermitica.
4) SiAeCyxzeC™\ {0} cumplen Ax = Az, entonces A € R.
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Capitulo 2

Espacios vectoriales

La estructura de espacio vectorial abstrae propiedades basicas y a menudo elementales
de R™. Est4 en la base de muchas teorfas mateméaticas: aparecen en Geometria, Algebra,
Calculo, etc. A pesar de su sencillez, los espacios vectoriales desempenan un papel clave
en el estudio de objetos complicados, como curvas, superficies o variedades: a cada uno
se estos objetos se les asocia en cada punto el espacio vectorial que “mejor las aproxime”
en cierto sentido (la recta, el plano o el espacio tangente en ese punto), y a partir de ahi
nos centramos en analizar la variacién de este espacio vectorial al mover el punto. Los
espacios vectoriales también son muy importantes en Fisica, donde sirven para modelar
velocidades y fuerzas, entre otros conceptos.

2.1. Nocién de espacio vectorial sobre un cuerpo

Cuando hablamos de vectores es natural pensar en segmentos de recta orientados
(flechas), con propiedades tales como la “direccién”, el “sentido” o el “mdédulo”. Sabemos
desde la ensenanza secundaria que en el plano o en el espacio dos vectores se pueden
sumar obteniéndose otro vector. También se puede multiplicar un nimero real por un
vector y el resultado es un nuevo vector. Estas operaciones presentan propiedades con
ciertas similitudes a las que se vieron en la definicién de estructuras algebraicas. Los
espacios vectoriales suponen la abstraccién matematica de los conjuntos que admiten una
ley de composicién interna y un producto por elementos de un cuerpo, de modo que se
cumplen las mismas propiedades formales que cuando operamos vectores en un plano o en
el espacio.

Definicién 2.1.1 Un espacio vectorial sobre un cuerpo conmutativo K (en casi todos los
casos nos restringiremos a K = R 6 C, pero en alguna ocasién tomaremos K = Q) es una
terna (V, +, -) formada por un conjunto V', una ley de composicién interna + : V. xV — V

99
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y una aplicacién -: Kx V — V (llamada ley de composicion externa) tales que se cumplen
las siguientes propiedades:

1. (V,+) es un grupo abeliano:

(i) Asociativa: (u+v) +w =u+ (v+ w), Yu,v,w € V.

(ii) Elemento neutro: 30 € V' (este 0 es sélo notacién y no debe confundirse con el
0de K) talquev+0=04+v=uv, Vo e V.

(iii) Elemento simétrico: Yo € V, Jw € V tal que v + w = w + v = 0. Al simétrico
de v se le denotard por —v y se le llamaré opuesto de v.

(iv) Conmutativa: u+v =v +u, Yu,v € V.
2. La ley de composicién externa verifica las propiedades:

(i) Pseudoasociativa: (a-b)-v=a-(b-v), Va,b e K,Vv € V.

(ii) Unimodular: 1 -v = v, Yv € V, siendo 1 € K\ {0} es el elemento neutro del
producto de K.

(iii) Distributiva respecto de la suma en K: (a+b)-v =a-v+b-v,Va,b € K, Vv € V.
(iv) Distributiva respecto de la suma enV: a-(u+v) = a-u+a-v,Va € K, Vu,v € V.
Simplificaremos la notacién escribiendo V(K) cuando queramos denotar un espacio vecto-
rial sobre K. A los elementos de V se les llama vectores!, y a los de K, escalares. Cuando

K =R (resp. K = C) diremos que V(R) es un espacio vectorial real (resp. espacio vectorial
complejo).

Notemos que si V(K) es un espacio vectorial, entonces V' # @& ya que V(,+) debe tener
un elemento neutro.

Sea V (K) un espacio vectorial. Como (V, +) es un grupo abeliano, todas las propiedades
que conocemos de grupos se mantienen para la suma de vectores. En particular:

1. El elemento neutro 0 € V de la suma de vectores es tinico.
2. Siv+w=v+w obien w+v=w"+ v, entonces w = w'.

3. Yv € V, su elemento opuesto —v € V es unico. En particular, —(—v) = v. Dados
u,v € V, escribiremos u — v := u + (—v).

Proposicién 2.1.1 Sea V(K) un espacio vectorial. Entonces,

1. a-0=0, Va € K.

!Pero no han de ser flechas en el sentido habitual de R? o R3.
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.0-v=0,YoeV.
. Dadosa e KyveV,sia-v=0, entoncesa=0 6 v=0.

. —(a-v)=(-a)-v=a-(—v),VaeK, YVveV.

. —(u+v)=—-u—v, Yu,v V.
. (—a) - (—v)=a-v,VaeK, VveV.

2
3
4
5 —v=(-1)-v,YveV.
6
7
8 Sia-u=a-vecna€ckK,a#0yuveV, entonces u=v.
9

.Sia-v=b-vecona,beK yveV conv#0, entonces a =b.

Demostracion. 1) Usando la propiedad de neutro para 0 en (V, +) y la distributiva, a-0 =
a-(0+0)=a-0+a-0,y ahora simplificamos en (V,+).

2) Usando que 0 es el neutro en (K, +), 0-v = (04+0)-v = 0-v+0-v, y ahora simplificamos
en (V,+),

3) Sean a € Ky v € V con a-v = 0. Basta demostrar que si a # 0 entonces v = 0, vemos
esto tltimo: como a # 0 y K es un cuerpo, existe a~! € K. Multiplicando por a~! a ambos
lados de a-v = 0 y usando la propiedad 1), tenemos 0 = a~!-(a-v) = (a7t a)-v =1-v = v,
donde hemos usado la propiedad pseudoasociativa en la segunda igualdad y la unimodular
en la dltima.

4) Tenemos que demostrar dos igualdades. Para la primera igualdad basta observar que
(a-v)+((—a)-v) = (a+(—a))-v = 0-v = 0. Para la segunda, (a-v)+a-(—v) =a-(v—v) =
a-0=0.

5) Tomar a = 1 en la primera igualdad de 4) y usar la propiedad unimodular.

6) Por 4) y una de las distributivas, —(u +v) = (1) - (v +v) = (-1) - u+ (-1) - v =
—u+(—v) = —u—w.

7) Por la propiedad 5) y la pseudoasociativa, (—a) - (—v) = (—a) - ((—1) - v) = ((—a) -
(-1))-v=a-v.

8) Multiplicar por a~! ambos lados de a - u = a - v, y usar la pseudoasociativa y la
unimodular.

9) La igualdad a-v = b-v equivale a a-v — (b-v) = 0. Partiendo de esta igualdad, usando
4) y una de las distributivas, 0 = a-v—(b-v) = a-v+(=b)-v = (a+(=b))-v = (a—b) -v.
Como por hipétesis v # 0, de la propiedad 3) tenemos que a —b =0, es decir, a =b. O

Nota 2.1.1 Una consecuencia inmediata de la propiedad 9) es la siguiente:

Si V(K) es un espacio vectorial sobre un cuerpo infinito K, entonces o bien
V = {0} o V contiene infinitos vectores.
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Para comprobarlo, supongamos que existe v € V conv # 0. Sea L(v) := {av|a € K} C V.
Basta ver que L(v) es infinito. Si a - v = b - v, entonces por la propiedad 9) tendremos
a = b. Por tanto, para diferentes valores de a € K los vectores a - v son distintos. Como K
es infinito, entonces L(v) también lo es.

En lo que sigue, simplificaremos av := av paraa € Ky v € V.

2.1.1. Ejemplos de espacios vectoriales

1. Sea K un cuerpo conmutativoy n € N. K" = {(z1,...,zy) | z; e K,Vi=1,...,n}.
Sobre K™ se definen la suma “coordenada a coordenada” y el producto por escalares
de K:

(X1, )+ Wiy yn) = (@14+Y1s - - Tt Yn), a1, ..., x,) = (ax1,...,azy).

Es facil verificar que con las operaciones anteriores, K™ es un espacio vectorial sobre
K, al que llamaremos K"(K) o simplemente K". El vector nulo es (0,...,0), y el
opuesto de (x1,...,2y) es (—x1,...,—z,). K" serd muy importante pues veremos
que, en cierto sentido, es el modelo de cualquier espacio vectorial de dimension finita.

2. (Espacios de matrices) Dados m,n € N, M, (K) tiene estructura de espacio
vectorial sobre K con la suma dada por (1.2) y el producto por escalares en K dado
por (1.3). Por el apartado 1 de la Proposicién 1.1.1, (M,x»(K),+) es un grupo
abeliano. En cuanto a la propiedad pseudoasociativa, dados a,b € Ky A = (a;j);; €
M xn(K), se tiene

(ab) A= ((ab)ai)i; = (a(baij))i; = a(baij)i; =a(bA),

donde hemos usado la propiedad asociativa del producto de K. Comprobemos la
propiedad unimodular: dada A = (a;j)i;j € Mmxn(K), 1 A= (1aij)i; = (aij)i; = A,
donde hemos usado que 1 es el neutro para el producto en K. Finalmente, veamos las
dos propiedades distributivas: Sean a,b € Ky A = (a;;)ij, B = (bij)ij € Mmxn(K).

(a+b) A= ((a+Db)aij)i; = (aai; +baij)ij = (aaij)ij + (baij)i;
=aA+0bA,
a(A+ B) = a(aij +bij)ij = (a(aiy +bij))ij = (aai + abij)i
= (a aij)ivj + (a bij)@j =aA-+aB.

Por tanto, M, x,(K) es un espacio vectorial sobre K. El vector nulo es la matriz
nula 0, %7,
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3. (Vectores libres) En el plano o en el espacio se consideran los vectores fijos zﬁ
donde A, B son puntos llamados extremos inicial y final. No todo par de vectores
fijos AB,CD se pueden sumar: hace falta que B = C para trazar el vector fijo A
y verlo como la suma AB + CD. Ademas, esto tiene problemas de tipo légico si
queremos dotar de sentido a una igualdad tan natural como

AB+CD =CD+ 4B,

ya que para escribir el miembro de la izquierda se necesita que B = (', mientras que
para escribir el de la derecha se necesita que D = A. Para solucionar estos problemas
se introduce el concepto de vectores equipolentes. A cada vector fijo AB le asociamos
su mddulo |AB| := d(A, B), donde d(A, B) es la distancia entre sus extremos, su
direccion (entendida como la de la recta que pasa por el origen y es paralela a la
que pasa por Ay B si A # By su sentido, que asocia a A (resp. B) el papel de
extremo inicial (resp. final) del vector fijo AB. En el caso particular de A = B,
el médulo es cero, y la direcciéon degenera en {0} visto dentro de R? o R®. En el
conjunto X de vectores fijos del plano definimos la llamada relacion de equipolencia:
dados AB,CD € X, diremos que AB ~ CD si ambos vectores fijos tienen igual
médulo, direccién y sentido®. Es facil probar que ~ es una relacién de equivalencia.
Cada clase de equivalencia [AB] se denomina un vector libre. El conjunto cociente
V := X/. de los vectores libres tiene estructura de espacio vectorial, definiendo la
suma de vectores libres como

91 +: VxV -V
(21) (ABL.[CD) ~ [AB)+[CD) = [AB + BD)

donde D’ es el tinico punto determinado por la condicién BD' ~ CD y el producto
por escalares reales como

RxV — V

(22) (0, (AB))  a[AB]:= [AB)

siendo B’ el unico punto de forma qu%A, B') = |ald(A, B), la direccién de @ es
la misma de la de ﬁ y el sentido de AB’ es el mismo del de fﬁ cuando a > 0 (para
los casos a < 0,a = 0 esta definicién se extiende de la forma obvia). Es un ejercicio
facil comprobar que las operaciones anteriores estan bien definidas (Ejercicio 4) y
que cumplen las propiedades de un espacio vectorial.

2Estrictamente hablando, el sentido no se ha definido para un vector fijo del tipo ﬂ, pero este vector
tiene médulo 0 y reciprocamente, cualquier vector fijo con médulo 0 es de esta forma; asi que la definicién de
equipolencia de vectores fijos se extiende a estos vectores especiales diciendo que AA ~ ﬁ para cualquier
par de puntos A, B.
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4. (Espacios de funciones) El siguiente ejemplo es relevante en Analisis Matemaético.
Sea X un conjunto no vacio y K un cuerpo conmutativo. Una funcién de X en K es
cualquier aplicacién f: X — K. Representaremos por F(X,K) al conjunto de todas
las funciones de X en K. Veamos que F(X,K) admite una estructura natural de
espacio vectorial sobre K.

Dadas f,g € F(X,K), definimos su suma como la funcién f +g: X — K, (f +
9)(z) := f(x) + g(x), Vx € X. Dado a € Ky f € F(X,K), definimos a f: X — K,
(a f)(x) :==a f(x), Vo € X. Usando las propiedades de anillo unitario de K es facil
ver que estas operaciones hacen de F(X,K) un espacio vectorial sobre K. El vector
nulo de F(X,K) es la funcion nula 0: X — K que asocia a cada x € X el elemento
0 € K. El vector opuesto de una funcién f € F(X,K) es la funcién de X en K que
asocia a cada x € X el opuesto —f(x) de f(z) en K.

En el caso particular, K =Ry X C R, F(X,K) es el espacio vectorial real de todas
las funciones reales de una variable real definidas en X; cuando X = N obtenemos
el espacio vectorial real de las sucesiones de niumeros reales.

5. (Espacios de polinomios) Un caso particular de la construccién anterior es el
espacio vectorial F(K,K). Dentro de éste podemos considerar el subconjunto K[z]
de polinomios

(2.3) plx)=ar+arz+...+a,a", Vz € K,

siendo n € NU {0}, a; € K para cada i = 0,...,n. Es facil comprobar que las
operaciones suma y producto por escalares de F (K, K), se inducen de manera natural
en K[z].

Nota 2.1.2 Un mismo grupo abeliano (V,+) puede ser un espacio vectorial sobre dife-
rentes cuerpos. Por ejemplo, C(C) es un espacio vectorial complejo, caso particular del
ejemplo 1 de la seccién anterior. El grupo abeliano (C,+) también admite una estructura
de espacio vectorial real C(R), de la siguiente manera. La suma de niimeros complejos
sigue siendo la misma, y el producto por escalares reales es : R x C — C, que a cada
a€Ryz=x+yi € Cleasocia az := (ax)+ (ay)i (es decir, la restriccién a R x C
del producto por escalares en C(C)). Con estas operaciones, C(R) es un espacio vectorial
real. Sin embargo, veremos que C(C) y C(R) tienen propiedades muy distintas.

La construccién del péarrafo anterior se generaliza diciendo que si (V,+) es un grupo
abeliano que admite una estructura de espacio vectorial complejo, entonces la restricciéon
del producto por escalares a R dota a (V, +) es estructura de espacio vectorial real. Anélo-
gamente, si (V,+) es un grupo abeliano que admite una estructura de espacio vectorial
real, entonces la restriccién del producto por escalares a Q dota a (V,+) es estructura de
espacio vectorial sobre Q.
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2.2. Subespacios vectoriales

Consideraremos en adelante un espacio vectorial V.

Definicién 2.2.1 Un subconjunto U C V se dice subespacio vectorial de V(K) (denotado
por U < V) si con las operaciones restringidas de (V,+, K), (U,+, K) es un espacio
vectorial. Es decir, se cumplen:

(i) Yu,v € U, u+v € U, lo que produce una ley de composicién interna +: U x U — U.

(ii) Va € K, Yu € U, au € U. Asi, tenemos un producto por escalares : K x V — V.

Nota 2.2.1 1. En la definicién anterior, las 4 propiedades de grupo abeliano de (U, +)
v las 4 propiedades del producto por escalares : K x U — U son autométicas al
verificarse en V.

2. Si U < V, entonces el neutro de (U, +) coincide con el neutro 0 de (V,+), y el
simétrico de un elemento de (U, +) coincide con el simétrico de ese mismo elemento
en (V,+): Para probar que 0 € U, tomamos un u € U y observamos que 0 = Qu en
V(K). Usando (ii) de la Definicién 2.2.1 tendremos 0 € U. Y si u € U, el opuesto
—u de uen V estd en U ya que —u = (—1) u.

Podemos simplificar las propiedades (i), (ii) de la definicién anterior en una sola con-
dicién.

Proposicién 2.2.1 Sea V(K) un espacio vectorial y U C V., U # @. Entonces, U <V si
y solo si

(2.4) Ya,b € K,Vu,v e U, au+bveU.

Demostracion. Supongamos que U < V., y sean a,b € K, u,v € U. Por la propiedad (ii)
de la Definicién 2.2.1, au,bv € U. Por la propiedad (i), au+bv € U.

Reciprocamente, supongamos que & # U C V cumple (2.4) y probemos las propiedades
(i), (ii) de la Definicién 2.2.1: Para (i), sean u,v € U. u + v = 1u + 1v pertenece a U
aplicando (2.4). Para (ii), seana €e Kyu € U. au = au+0 = au+0wu de nuevo pertenece
a U aplicando (2.4). O

Nota 2.2.2 Un subespacio vectorial siempre contiene al neutro 0; en particular, en R?(RR)
ninguna recta que no pase por el origen, o la la circunferencia de ecuacién z? + y? = 1,
puedes ser subespacios vectoriales.
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2.2.1. Ejemplos de subespacios vectoriales

1.

(Subespacios vectoriales propios/impropios) Todo espacio vectorial V (K) tie-
ne dos subespacios vectoriales especiales, U = {0} y U = V. Estos subespacios se
llaman impropios. Todo subespacio vectorial de V' que no sea uno de los anteriores
se dice propio.

. SiV,W <V, entonces VNW <V (lo mismo es cierto si cambiamos dos por cualquier

numero de subespacios). Esto es consecuencia inmediata de la Proposicién 2.2.1.

(Rectas y planos) Usando la Proposicién 2.2.1 es ficil comprobar que las rectas en
R2(R) que pasan por el origen son subespacios vectoriales. Andlogamente, las rectas
y planos en R? que pasan por el origen son subespacios vectoriales de R3.

(Polinomios de grado menor o igual que k) Sea k € NU{0}. Dentro del espacio
K[x] de polinomios en la variable z con coeficientes en un cuerpo K, tenemos

Kilz] := {p(z) € K[z] : grado(p(z)) < k}
={ag+arz+...tapzr | a; e K, Vi=0,...,k}.

La Proposicién 2.2.1 implica que Kg[z] C K[z]. Notemos que si cambiamos < por
= en la definicién de Ky[z], éste ya no es un subespacio vectorial (la suma de dos
polinomios de grado k puede tener grado menor que k).

(Sucesiones convergentes) Sea F(N,R) el espacio vectorial real de las sucesio-
nes de ntmeros reales. Sea U C F(N,R) el subconjunto formado por las sucesiones
convergentes. Propiedades elementales de Analisis Matemético implican que la Pro-
posicién 2.2.1 es aplicable a U, luego U < F(N,R).

(Funciones continuas/derivables/integrables) Sea I C R un intervalo, y F(I,R)
el espacio vectorial real de las funciones f: I — R. Dentro de F(I,R) consideramos
los subconjuntos

C(I,R) :={feF(,R)]| f es continua},
={f € F(,R) | f es derivable},

Z(I,R) :={feF(,R)| f es integrable},

donde en el segundo ejemplo I = (a,b) y en el tercero I = [a,b]. De nuevo propie-
dades elementales de Analisis Matemético implican Proposicién 2.2.1 es aplicable a
C(I,R),D(I,R),Z(I,R) por lo que éstos son subespacios vectoriales de F(I,R). De
hecho, si I = (a,b) entonces D(I,R) < C(I,R) y si I = [a,b] entonces C(I,R) <
Z(I,R).
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7. (Matrices simétricas/antisimétricas) Por la Definicién 1.1.1, la trasposicién de
matrices puede verse como una aplicacion

b Monsen(K) = My (K), A Al
que cumple las siguientes propiedades (Proposicion 1.1.1):

1) (A+ B)! = At + B', YA, B € Mysn(K),
9) (@A) = a A, Va € K, YA € Muxn(K),
3) (A% = A, VA € Mynxn(K).

Si nos restringimos al caso n = m de matrices cuadradas de orden n, la trasposicion
va de M,,(K) en s mismo y tiene cuadrado identidad?.

Una matriz A = (a;j)i,; € Mu(K) se dice simétrica (vesp. antisimétrica) si A = A
(resp. A' = —A). Al conjunto de matrices simétricas (resp. antisimétricas) se le
denota por S, (K) (resp. A,(K)). Por ejemplo, 0,, € S,(K) N A,(K). Toda matriz
diagonal A = (a;5)i; € Myn(K) (esto es, a;; = 0 Vi # j) es simétrica, en particular
I, € $,(K). Si A € A,(K), entonces a;; =0 Vi=1,...,n (estamos suponiendo que
K tiene caracteristica distinta de 2). Usando la Proposicién 2.2.1, es facil probar que

Sn(K), An(K) < My (K).

8. (Soluciones de un SEL homogéneo) Consideremos un SEL de m ecuaciones y
n incognitas con coeficientes en un cuerpo K:

annri + apry + ... + apmz, = b
as1r1 + asgxs + ... + a;mxTn = bo
Am1T1 + Ap2T2 + ...+ A Tp = by

Sea U el subconjunto de K™ formado por todas las soluciones del SEL. Una condicién
necesaria para que U sea un subespacio vectorial de K™ es que (0,...,0) € U. Si esto
ultimo ocurre, entonces el SEL es homogéneo. Reciprocamente, la Proposicién 2.2.1
implica que el conjunto de soluciones de un SEL homogéneo es un subespacio vecto-
rial de K™. Volveremos a esto cuando hablemos de las ecuaciones cartesianas de un
subespacio vectorial de K.

Nota 2.2.3 El cuerpo base influye en qué subconjuntos son subespacios vectoriales: re-
cordemos que (C,+) admite dos estructuras de espacio vectorial, C(C) y C(R). Sea
U = {bi | b € R} el subconjunto de nimeros complejos imaginarios puros. Usando la
Proposicién 2.2.1 se prueba facilmente que U < C(R). Pero U no es subespacio vectorial
de C(C): si lo fuera, se deberia cumplir au € U Yu € U y Va € C. Esto falla tomando
a=1€Cu=ieU.

3 A una aplicacién que al componerla consigo misma produzca la identidad se la llama involucidn.
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2.2.2. Subespacio generado por una familia de vectores

Todo subespacio vectorial se pueden escribir a partir de unos pocos de sus vectores
(cuantos menos mejor). Por ejemplo, en R? consideramos el subconjunto

U={(z,y,2) €R® | z — 2y + 32 =0}.

Como U es el conjunto de soluciones de un SEL homogéneo, U < R? (graficamente, U
un plano en R? que pasa por el origen). Todos los elementos de U se pueden escribir en
combinacién lineal de dos de ellos: si y = Ay z = p, entonces x = 2\ — 3u luego

U={(2\=3p,\p) eR* A pneR} = {A2,1,0) + u(-3,0,1) | A\, u € R},

luego usando solo los vectores (2,1,0) y (—3,0,1) podemos generar todos los demds vec-
tores de U. En este sentido decimos que U es el subespacio vectorial generado por (2, 1,0)
y (—3,0,1). Generalizamos esto a continuacion.

Definicién 2.2.2 Sea V(K) un espacio vectorial y @ # H = {vi,...,v,} C V. Una
combinacion lineal de H es cualquier vector de V' de la forma a; v1+. . .+ay, vm, donde a; €
K Vi=1,...,m. Denotaremos L(H) al subconjunto de V' formado por las combinaciones
lineales de elementos de H.

Si H C V es un subconjunto infinito, denotaremos por L(H) al subconjunto de V
formado por todas las combinaciones lineales finitas de vectores de H:

LH)={aivi+...+anvy | meNv;, € Ha e K,Vi=1,...,m}.

Proposicién 2.2.2 prop:eles Sea V(K) un espacio vectorial. Entonces:
1. VH C V no vacio, L(H) < V.
2. L(H) es el menor subespacio vectorial de V' que contiene a H.

3. SiH C H, H # &, entonces L(H') < L(H).

Demostracion. El apartado 1 es consecuencia directa de la Proposicién 2.2.1.

Que H C L(H) se deduce de que dado v € H, v se escribe como la combinacién lineal
av con a = 1 (si H fuera finito, pondremos coeficiente cero a todos los vectores de H\{v}).
Para ver la propiedad de “menor” del apartado 2, supongamos que U < V contiene a H.
Dados v1,...v,, € H y a1,...,a, € K, se tiene que vy, ...v,,, € U porque H C U y como
U <V, la Proposicion 2.2.1 implica que a1v1 + ... + amvy, € U. Asi que todo elemento
de L(H) estda en U, es decir, L(H) C U.

El apartado 3 es trivial si H es infinito. Y si H es finito, se deduce de que toda
combinacién lineal de vectores de H' puede verse como combinacién lineal de vectores de
H poniendo coeficiente cero a todos los vectores de H \ H'. i
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Nota 2.2.4 EL apartado 2 permite redefinir L(H) como el menor subespacio vectorial de
V' que contiene a H, independientemente de si H es finito o no.

Ejemplo 2.2.1 Para H = {v} a L({v}) se le denotara también L(v). Cuando v = 0 se
tiene L(0) = {0}; y si v # 0 a L(v) se le llama recta vectorial de V' generada por v.

2.2.3. Operaciones con subespacios vectoriales

Vimos en el apartado 2 de ejemplos de subespacios vectoriales que la interseccién de
dos subespacios vectoriales de un espacio vectorial vuelve a ser un subespacio vectorial.
Ademss, es trivial comprobar que U N W es el mayor subespacio vectorial de V' que esta
contenido a la vez en U y en W (de nuevo esto es generalizable a cualquier nimero de
subespacios).

Sin embargo, la unién de dos subespacios vectoriales no tiene porqué ser subespacio
vectorial. Por ejemplo, cada eje de coordenadas es un subespacio vectorial de R? (porque
son rectas que pasan por el origen), pero la unién de los dos ejes no es subespacio vectorial
de R? porque si tomamos u # 0 en el eje de abscisas y v # 0 en el eje de ordenadas, la
suma u + v no estd en la unién de ambos ejes.

El problema anterior dado por la unién de subespacios se solventa sustituyendo la
unién por la suma:

Definicién 2.2.3 Sea V(K) un espacio vectorial y Uy, ..., U, < V. Definimos
Ur+...+Un={z1+...xm |2, €U;, Yi=1,...,m}.

Proposicién 2.2.3 Sea V(K) un espacio vectorial y Uy,..., Uy, < V. Entonces, Uy +
...+ U, es el menor subespacio vectorial de V' que contiene a todos los U;, 1 =1,...,m.

Demostracion. Que Uy + ...+ U,, < V es consecuencia directa de la Proposicién 2.2.1.
Para ver la propiedad de “menor”, sea W < V tal que U; C W para cada ¢ = 1,...,m.
Dadox € Uj+...4+U,,, existen x; € U; paracadai=1,...,mtalesque x = z1+...+xpn.
Como x; € U; C W y W es cerrado para las sumas, concluimos que = € W. O

Nota 2.2.5 La definicién y propiedades de la suma de una familia finita de subespacios
vectoriales se extiende a cualquier familia (no necesariamente finita) de subespacios sin
mas que tener en cuenta que las sumas que se hagan de elementos seran siempre finitas.

Ejemplo 2.2.2 En R3 si tomamos como U; y U, dos ejes coordenados, entonces Uy + Us
es el plano vectorial que los contiene.

Lema 2.2.1 Sea V(K) un espacio vectorial y si Hy,...,H,, C V. Entonces, L(Hy U
..Hy)=L(Hy))+ ...+ L(Hyp).
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Demostracion. Como L(H;U...UH,,) es el menor subespacio vectorial de V' que contiene a
HyU...UH,,, si vemos que L(Hy)+...+L(H,,) contiene a H1U...UH,, tendremos probado
que L(H1U...UHy,) C L(Hy)+ ...+ L(Hy). Pero H; C L(H;) C L(H1) + ...+ L(Hp,)
para cada i, luego H1 U...UH,, C L(Hy)+ ...+ L(Hp).

Como L(Hy) + ...+ L(H,,) es el menor subespacio vectorial de V' que contiene a
cada L(H;), si vemos que L(H; U ...U H,,) contiene a cada L(H;) tendremos probado
que L(Hy)+ ...+ L(Hy,) € L(H1U...UH,,). Pero H; C Hi U...U H,, luego L(H;) C
L(HyU...UHp). O

Sea V(K) un espacio vectorial y Uy,...,Uy, < V. Dado z € ) ", U;, sabemos que
r=x1+...+x, donde z; € U; Vi = 1,...,m. Esta forma de expresar x como suma de
vectores en cada U; no tiene por qué ser unica. Veamos esto con un ejemplo.

Ejemplo 2.2.3 Sean

Ur={(z,y,2) R’ |2 =0},  Uz={(z,y,2) R’ | 2=0}.

Todo vector v = (x,y, z) de R? se puede expresar como u; + uz, donde u; = (0,y,2) € Uy
y ug = (2,0,0) € Us. Por tanto, Uy + Us = R3. Sin embargo, (0,0,0) = (0,1,0)+ (0, —1,0)
y también (0,0,0) = (0,2,0) + (0,—2,0) son descomposiciones distintas de (0,0,0) como

suma de un primer sumando en U; y un segundo en Us. De hecho, (0,0,0) = (0,a,0) +
(0, —a,0), para cada a € R.

;Bajo qué condiciones la expresién de z € Y ;" U; como suma de vectores z; € U; es
Unica?

Proposicién 2.2.4 Sea V(K) un espacio vectorial y Uy, ...,Up <V, m > 2. Entonces,
son equivalentes:

1. Para cadax €e Uy + ...+ Uy, Aa; €U;, i =1,...,m, tales que x = x1 + ... + Tpy.
2.Vj=1,...,m—1, (U1+...+Uj)ﬂUj+1:{0}.

Demostracion. Primero veremos la demostracion en el caso m = 2. En este caso, la afir-
macién 2 se reduce a la igualdad U; N Uy = {0}.

. Sea z € Uy NUy. Como x = x4+ 0, x = 0 4+ z son dos descomposiciones de x
en sumandos en Uy y Us, la unicidad de 1 implica x = 0.

Sea x € Uy + Us y supongamos que x = x1 + x2 = 2} + 24 siendo z1, 2 € Uy,
zg,xh € Us. Como x1 + x2 = 2} + ), tenemos v := 2} — z1 = 29 — . Como U; es un
subespacio vectorial y x1,z}] € Uy, concluimos que v € Uy. Andlogamente, v € Us y por
tanto v € Uy N Uy. Como Uy N Uy = {0} por la afirmacién 2, deducimos que v = 0. Esto
nos dice que u; = uj y ug = ub.

Ahora probaremos la proposicién en el caso m general.



2.2. SUBESPACIOS VECTORIALES 71

. Fijamos j € {1,...,m — 1}, yseaz € (U1 + ...+ U;) NUj;1 = {0}. Como
reU+...+Uj, existenu; € U;, i = 1,..., 7, tales que x = x1 +...+x;. Ahora escribimos
x de dos formas distintas como suma de vectores de U;

LE:J,‘l+...+xj+0j+1—|—O]’+2+...—|—Om, a::(]l+...+0j+x+0j+2+...+0m.

Por la hipétesis 1, todos los vectores de las expresiones anteriores son nulos. En particular,
x = 0, luego se tiene 2.

. El argumento es por induccién sobre el nimero de m de sumandos. El resultado
ya ha sido demostrado para m = 2 (y es trivial para m = 1). Supongamos como hipédtesis
de induccién que la implicacion es cierta para m — 1 sumandos, y vedmosla para
m sumandos. Sea x € U; + ... + U,,; supongamos que para cada ¢ = 1,...,m, existen
z;, x; € U; tales que

r=x1+...+Tm=2)+... .+,

Queremos ver que x; = x; para cada ¢ = 1,..., m. Tenemos
e / / !
vi=(r1—2)) + ...+ (Tme1 — T 1) = Tpy, — T

Entonces, v € Uy +. ..+ Up—1 (por la primera expresién de v) y v € Uy, (por la segunda).
Aplicando la hipétesis 2 con j = m — 1 se deduce que v = 0. Esto implica que x/, = x,, y
(x1—2))+...+ (zm_1—2,_1) = 0. Esta dltima igualdad supone escribir el vector 0 como

suma de vectores pertenecientes a U; con i = 1,...,m — 1. Por la hipdtesis de induccion
aplicada a Uy, ..., Uy,—1 (que trivialmente satisfacen 2) concluimos que cada paréntesis en
(k1 —2}) + ...+ (xm—1 — 2},_1) es cero, que es lo que faltaba por probar. O

Nota 2.2.6 Una consecuencia inmediata de la Proposicién 2.2.4 es que la condicion 2 es
independiente de la ordenacién de los subespacios U; (porque es equivalente a 1).

Definicién 2.2.4 Sea V(K) un espacio vectorial y Uy, ..., U,, < V. Diremos que la suma
Uy + ...+ Uy, es directa si se verifican las condiciones equivalentes de la Proposicién 2.2.4.
En este caso, denotaremos al subespacio suma por Uy @ ... ® U,,.

Enelcaso V=U; ®... D5 U, diremos que V es suma directa de Uy, ...,Up,.

En el caso m = 2, la expresién U = U; @ Us significa que U = Uy + Uz y Uy NU2 = {0}.
En este caso, diremos que U es un subespacio suplementario de Uy en U, y viceversa.

Ejemplo 2.2.4 En el Ejemplo 2.2.3 tenfamos R3 = U; + Us. Sin embargo, no es cierto
que R3 = U; @ Us, porque vimos que el vector nulo se expresa de varias formas distintas
como suma de un vector de Uy y otro de Us. Por otro lado, se tiene que Uy N Uz # {0},
porque (0,1,0) € U; N Us.



72 CAPITULO 2. ESPACIOS VECTORIALES

Ejemplo 2.2.5 Suma directa de matrices simétricas y antisimétricas. Sea n € N
y K un cuerpo conmutativo con caracteristica distinta de 2. Veamos que

Primero veamos que M,,(K) = S,,(K) + A,,(K). La inclusién S, (K) + A, (K) € M,,(K) es
trivial. Para ver la inclusién contraria, descomponemos cada A € M,,(K) como

A:%(A+At)+%(A—At).

(en la igualdad anterior el simbolo 1/2 representa el inverso de 2 en K, que existe ya que
2 # 0). Llamamos B = (1/2)(A+ A') y C = (1/2)(A — A?), luego A = B + C. Veamos
que B € §,(K) y C € A,(K):

Bt:%(AJrAt)t:%(AtJr(At)t):%(AtJrA):B = B e Sa(K),
ct:%m—At)t:%(At—(At)t):%(At—m:—C = O A(K).

Por ultimo, comprobemos que S, (K) N A, (K) = {0,}. Sea A € S,,(K) N A,,(K). Como
A € 8,(K), entonces A' = A. 'Y como A € A,(K) tenemos A" = —A. Por tanto, A = —A
luego 24 = 0,, y como 2 # 0, llegamos a A = 0,,.

2.3. Espacio vectorial cociente

Sea V(K) un espacio vectorial y U < V un subespacio vectorial Definimos una relacién
binaria ~ en V: dados u,v € V,

(2.5) v~w = v—weU.
Esta relacién es de equivalencia, ya que
= Propiedad reflexiva: como v —v =0 € U, se tiene v ~ v, Vv € V.

= Propiedad simétrica: si v ~ w entonces v —w € U y al ser U <V, tenemos w — v =
—(v—w) € U, luego w ~ v.

» Propiedad transitiva: si v ~ v' y v/ ~ v” entonces v — v’ € U y v/ — 0" € U. Por ser
U<V, tenemos v —v" = (v—2")+ (v —0") € Uy asi, v ~0".

Para cada v € V, su clase de equivalencia [v] es

v+ U= ={v+uluecU}.
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Para demostrar [v] C {v+u:u € U}, observemos que si v/ € [v] entonces u :=v' —v e U
por lo que v' = v+wu para un u € U. Para la inclusién contraria, como (v+u)—v =u € U,
las clases de v 4+ u y v coinciden, esto es, v+ u € [v].

Al conjunto cociente V/ ~ lo denotaremos V/U.

Nos podemos preguntar si V/U hereda una estructura de espacio vectorial de V. De-
finimos

+ VUXVIU — V/U . KxV/U = VU

(2:6) (v+Uw+U) —» (v+w)4+U (a,v+U) — (av)+U

Esta definicién depende en principio de la eleccién de representantes v y w en cada clase.
El siguiente lema nos dice que las aplicaciones anteriores estan bien definidas.

Lema 2.3.1 Sean V(K) un espacio vectorial y U < V. Supongamos que v,v',w,w’ € V
cumplenv+U =v' +U, w+U =w'+ U. Entonces,

wt+w)+U=0"+w)+U y  (av)+U=(av)+U.

Demostracion. Por hipétesis, v —v' € Uyw —w' € U. Por ser U <V, (v+w) — (v +w')
(w=v)+(w—-w)eU,av—av =alv—-21")€eU.

ol

Proposicién 2.3.1 Sean V(K) un espacio vectorial y U < V. Con las operaciones de
(2.6), (V/U,+, K) es un espacio vectorial, llamado espacio cociente de V' sobre U.

Demostracion. Tenemos que comprobar las 8 propiedades de espacio vectorial; cada una
de ellas es un calculo directo aplicando las definiciones de las operaciones y las propiedades
de espacio vectorial de V(K). Lo hacemos sélo para una de ellas y el resto se deja como
ejercicio (Ejercicio 31):

o (v+U)+w+0)= a((v+w)+U)=(a(+w)+U=((av)+(aw)+U
= ((av)+U)+ ((aw)+U)=a (v+U)+a (w+U)

donde en las igualdades de la primera linea se usan, por orden, la definicién de la suma en
V/U, la del producto por escalares en V/U y la propiedad distributiva del producto por
escalares en V, mientras que en la segunda se usan la definicién de la suma en V/U y la
del producto por escalares en V/U. O

2.4. Sistemas de generadores

Definicién 2.4.1 Sea V(K) un espacio vectorial. Un subconjunto @ # H C V se dice
sistema de generadores de V si V = L(H). Esto equivale a que todo vector de V' se escribe
como combinacion lineal finita de vectores de H.
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Como V = L(V), V es un sistema de generadores de V. Y si H C H C Vy H

es sistema de generadores, entonces H' también lo es. Pero queremos generar todos los
vectores de V' a partir de la menor cantidad posible de vectores.

Definicién 2.4.2 Un espacio vectorial V(K) se dice finitamente generado si admite un
sistema de generadores con un nimero finito de vectores.

Ejemplo 2.4.1 (A) En R?, el conjunto H = {v; = (1,0),v2 = (1,1)} es un sistema

de generadores. Para ver esto, sea v = (x,y) € R?. Buscamos a,b € R tales que v =
av1+bwve. Tomando componentes y operando esta igualdad tenemos (z,y) = (a+0b,b).
Por tanto, llegamos al SEL dado por a+b = z, b = y, que es compatible determinado
con soluciones b = y, a = x — y. Por tanto, H es un sistema de generadores de R? y
R?(R) es finitamente generado.

En R2, el conjunto H = {v1,v2,v3} con vy = (1,2), va = (2,4) y v3 = (3,6) no
es sistema de generadores. Para verlo, buscamos v = (x,7) € R? que no se escriba
como combinacion lineal de H, es decir, que no existan a,b,c € R tales que v =
av1 +bve + cvs. Tomando componentes y operando, esto equivale a que (z,y) = (a+
2b+3c, 2a+4b+6¢). Llegamos asi al SEL a+2b+3c = z, 2a+4b+6¢ = y. Claramente,
este SEL es compatible si y sélo si 2¢ = y. Por tanto, tomando v = (z,y) € R? que
no cumpla que 2z = y (por ejemplo, v = (0,1)) concluimos que v no es combinacién
lineal de H.

Consideremos K" como espacio vectorial sobre K, con n € N. Para cadai € {1,...,n}
definimos e; = (0,0,...,1,...,0,0), donde el 1 se encuentra en la i-ésima posicion.
Entonces, H = {ey, ..., e,} es un sistema de generadores de K" ya que todo vector x =
(X1,... @iy ..., xy) € K" se escribe como x1 e1+. . .+x; e;+. . .+xy, €,, en combinacién

lineal de H (los coeficientes de la combinacién coinciden con las componentes de x).
En particular, K"(K) es finitamente generado.

Para K =R 6 C, el espacio de polinomios K|[x] con coeficientes en K no es finitamente
generado: si lo fuera, existiria un sistema de generadores finito H C Klz|. Sea k el
méximo grado de los polinomios en H (que existe, por ser H finito). Entonces, ningin
polinomio de grado k + 1 estd en L(H) luego H no puede ser sistema de generadores
de R[z], contradiccién. Un sistema de generadores de Kz| es

Hy = {pi(z) = z' | i e NU{0}}.

Esto es cierto porque todo polinomio p(x) = ap+ a1z + ...+ a, 2" € K|[x] se escribe
como combinacién lineal finita agpo(z) + a1 p1(x) + ... + ap pn(x) de elementos de
H,.
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Sean m,n € Ny K un cuerpo. Consideremos M, «,,(K) como espacio vectorial sobre
K. Generalizando el ejemplo (C), para cadai € {1,...,m}y j € {1,...,n}, definimos
la matriz

Eij = (er)k1 = (0ik 6j1)k,1 € Mumxn(K).

Entonces, el conjunto H = {E;; | i = 1,...,m, j = 1,...,n} es un sistema de
generadores de M., (K), ya que toda matriz A = (a;5)i; € Mmxn(K) se expresa

como
m n
A=Y aj; Ey,
i=1 j=1
en combinacién lineal de H (los coeficientes de la combinacién coinciden son las
entradas de A). Asi, My, xn(K) es finitamente generado.

En el espacio vectorial real F(R,R) de las funciones f: R — R, definimos el subcon-
junto

U={fecFR,R)|3f, "€ FR,R)y f'(x) + f(x) =0 Vz € R}

Usando la Proposicion 2.2.1 es facil probar que U < F(R,R). Derivando dos veces
las funciones senx y coszx se comprueba que ambas estan en U. Veamos que H =
{senz,cosz} es un sistema de generadores de U (en particular, U es finitamente
generado): dada f € U, aplicando resultados de ecuaciones diferenciales se prueba
que dado b > 0, la restriccién de f a [0,b] estd determinada univocamente por los
valores f(0), f/(0). Esto nos dice que tanto f como h(z) = f'(0)senz + f(0) cosx son
soluciones de la ecuacién diferencial que define a U, y f(0) = h(0), f'(0) = h'(0).
Por tanto, f = h en [0,b]. como b > 0 es arbitrario, f = h en [0,00). El mismo
razonamiento puede aplicarse en intervalos de la forma [a,0] con a < 0, con lo que
deducimos que f = h en todo R. Esto es, f es combinacién lineal (como elemento de
U de H. En particular, U es finitamente generado como espacio vectorial real.

Como en otros conceptos, el cuerpo base juega un papel crucial en los sistemas de
generadores y en ser finitamente generado. Para ver esto, pensemos en C(C), que tiene
a {1} como sistema de generadores (ejemplo (C) con K = C y n = 1). Sin embargo,
{1} no es un sistema de generadores de C(R) porque ningin niimero imaginario puro
se escribe como a1l con a € R (de hecho, L(S) = R en C(R)). Por otro lado, R(R)
es finitamente generado (ejemplo (C) con K = R y n = 1), pero R(Q) no lo es
(Ejercicio 38).

Ya hemos comentado que un objetivo es dado un espacio vectorial V' (K), encontrar un

sistema de generadores “lo mas pequenio posible”. Asociado a esto tenemos una cuestién
natural:
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Si V(K) es un espacio vectorial finitamente generado, ;cudl es el menor nimero
de vectores que puede tener un sistema de generadores?

De alguna forma, podemos ver el niimero minimo de vectores de un sistema de generadores
de V(K) como una medida del “tamano” del espacio vectorial (esto se precisara con el
concepto de dimension).

Para empezar a aclarar la cuestién anterior, nos planteamos cuando es posible suprimir
de un sistema de generadores algtin vector de forma que el resultado siga siendo un sistema
de generadores.

Proposicién 2.4.1 Sea V(K) un espacio vectorial sobre un cuerpo K, y H = {v1,...,vm}
un sistema de generadores de V.

1. SiH' CV y HC H', entonces H' es un sistema de generadores de V.

2. Sim>2y3Jie{l,...,m} tal que v; € L(H\{v;}), entonces H\ {v;} es un sistema
de generadores de V.

Demostracion. Para el apartado 1, como H es sistema de generadores de V tenemos
V = L(H). De H C H' deducimos que L(H) C L(H') y por tanto V C L(H'), luego
V = L(H') y H' es un sistema de generadores.

Para el apartado 2, sea v € V. Queremos ver que v se expresa como combinacién
lineal de H \ {v;}. Por un lado, como H es un sistema de generadores de V, existen
a1,y... 0, € K tales que v = ajv1 + ... + @—1 V-1 + @G V; + Qp1 Vgl + - + Ay Upy.
Como v; € L(H \ {v;}), entonces existen by,...,bi—1,bi+1,...,bm € K tales que v; =
bivi + ... + bi—1vi—1 + bir1vi41 + ... + by vy Sustituyendo la tltima igualdad en la
primera y reordenando llegamos a

V=a1V1 + ...+ QA—-1Vi—1
+ai(bivi+ ...+ bi—1vi—1 +bit1 Vi1 + .-+ by V)
+ a1 Vg1 + .+ A Uy
=(a1+aibi)vi+ ...+ (ai—1 + a;bi—1) vi—1
+ (@i+1 4+ aibit1) Vig1 + - .- + (@ + a3 b)) Oy,

luego v € L(H \ {vi}). O

El apartado 2 de la Proposicién 2.4.1 nos dice que si un sistema de generadores tiene
vectores que se escriben como combinacién lineal de los demas, entonces estos vectores
se pueden eliminar para obtener un sistema de generadores mas pequeno. ;jHasta donde
podemos llegar con esta reduccién?
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2.5. Dependencia e independencia lineal

Lema 2.5.1 Sea H = {vy,...,vn} (m € N) un subconjunto de un espacio vectorial V (K).
Entonces, son equivalentes:

1. No existe v; € H tal que v; € L(H \ {v;}).

2. La 4nica combinacion lineal de elementos de H igual a 0 es la que tiene todos sus
coeficientes nulos, esto es:

(2.7)  Siai,...am € K cumplen ajv1 + ...+ apvy, =0 = a3 =+ =a, =0.

Demostracion. . Razonando por reduccion al absurdo, supogamos que Jaq, ..., G, €
K no todos nulos tales que aj vy + ...+ am vy, = 0. Tomemos un i € {1,...,m} tal que
a; # 0. Despejando v; (se puede porque Ela;1 € K) tenemos

—1 —1 —1 —1
vV, = —al- a1 v — ...—al- ;-1 V;—1 —ai Aj4+1 Vi+1 —+ ... —ai Am Um,

luego v; € L(H \ {v;}), contradiccion.

. De nuevo por reduccién al absurdo, supongamos que Jv; € H tal que v; €
L(H \ {v;}). Por tanto, v; = a1 v1 + ...+ @j—1 vi—1 + Q41 Vig1 + ... + am Uy, para ciertos
Ly Qi1 Qitls - - -5 Gy € K. Asl que

a1 vr 4 ...+ a1 -1+ (=) vi + aiv1 Vg1 + ... F A Uy, =0

es una combinacién lineal de elementos de H igual a 0 y no todos sus coeficientes son
nulos, contradiccion. O

Nota 2.5.1 En la situacién anterior, si H cumple la propiedad 2, entonces cualquier
subconjunto H' C H también la cumple.

Definicién 2.5.1 Sea V(K) un espacio vectorial. Diremos que un subconjunto finito H C
V' es linealmente independiente si cumple cualquiera de las condiciones equivalentes 1 y
2 del Lema 2.5.1. Si H es infinito, diremos que es linealmente independiente si todos sus
subconjuntos finitos son linealmente independientes.

Diremos que H es linealmente dependiente cuando no sea linealmente independiente.

Algunos comentarios:

1. En el caso de que H = {v} tenga un tnico vector, H es linealmente independiente
siy sélo si v # 0. Esto se sigue de que av =0 ocurre si y sélosia =06 v =0.
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2. Si 0 € H contiene al vector nulo, entonces H es linealmente dependiente. Esto es
asi porque 10 = 0 es una combinacién lineal de elementos de H con no todos sus
coeficientes nulos.

3. 81 H ={vi,...,0,...,0j,...,0p} cumple v; = v; con i < j, entonces H es lineal-
mente dependiente ya que 1v; + (—1) v; = 0 es una combinacién lineal de elementos
de H con no todos sus coeficientes nulos.

4. Si H = {u,v}, entonces H es linealmente dependiente si y sélo si o bien u es propor-
cional a v o al revés. Esto se tiene porque si u = av con a € K, entonces u — av = 0
es una combinacién lineal de elementos de H con no todos sus coeficientes nulos. Y
reciprocamente, si aju + agv = 0 con a; # 0, entonces u = av siendo a = —al_lag.
Notemos que la relacién de proporcionalidad entre vectores no es simétrica en gene-
ral; por ejemplo, 0 es proporcional a todos vectores pero el tinico vector proporcional
a 0 es el propio 0.

5. En el caso H = {u,v} linealmente independiente, llamaremos a L({u,v}) el plano
vectorial generado por u y v. En el caso de los vectores libres (ejemplo 3 de la
Seccidn 2.1.1), esto se suele resumir diciendo que {, ¥} es linealmente independiente
siy sélo @, U no son colineales. Para una cantidad mayor de vectores libres, el concepto
de dependencia lineal generaliza al de colinealidad. Asi, para los vectores libres del
espacio, el conjunto H = {u,¥,w} en es linealmente dependiente si y sélo si los
vectores libres de H son coplanares, es decir, existe un plano vectorial que los contiene
a todos.

Proposicién 2.5.1 Sea V(K) un espacio vectorial y H C V' un subconjunto. Entonces,
H es linealmente independiente si y solo si todo elemento de L(H) se escribe de forma
unica como combinacion lineal de los elementos de H.

Demostracion. Para la condicién necesaria, supongamos que v € L(H) se escribe
/ !/
(2.8) v=a1v1 4+ am Uy =ajv1+ -+, Um-

Entonces, (a1 —a})vi+- -+ (am—al,) vy, = 0, que es una combinacién lineal de elementos
de H igual a 0. Como H es linealmente independiente, a1 — a} = s = a,, — al,, = 0 luego
a; =day,...,am =al,.

Reciprocamente, supongamos que todo elemento de L(H) se escribe de forma tni-
ca como combinacién lineal de los elementos de H. Como 0 € L(H), por definicién de
independencia lineal deducimos que H es linealmente independiente. O

De forma parecida a lo que ocurria con los sistemas de generadores, podriamos pensar
que cuantos mas vectores linealmente independientes tengamos en un espacio vectorial,
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mayor “tamano” tendra éste (direcciones en las que podemos movernos libremente dentro
del espacio). Esto nos lleva a un problema similar al que planteamos para sistema de
generadores:

Si V(K) es un espacio vectorial finitamente generado, jcuél es el mayor nimero
de vectores que puede tener un subconjunto linealmente independiente?

Proposicién 2.5.2 (Ampliacién de subconjuntos linealmente independientes)
Sea V(K) un espacio vectorial y H C 'V un subconjunto linealmente independiente. Si
veV\L(H), entonces HU {v} es linealmente independiente.

Demostracion. consideremos una combinacion lineal finita de elementos de H U {v}. Si el
coeficiente de v es cero, entonces todos los coeficientes seran nulos por ser H linealmente
independiente. Asi que, razonando por reduccién al absurdo, podemos suponer que el
coeficiente de v es distinto de cero:

aitvi+...+am vy, +av =0,

1

con ai,...,am,a € K, vi,...,v, € H, a # 0. Esto nos dice que da™ € K, luego v =
1

—a~tayvy — ... —a"tam vm, lo que contradice la hipétesis v € V' \ L(H). O
Veamos algunos ejemplos.

1. En R? el subconjunto H = {v1,v2,v3} con vy = (1,0), vo = (1,1) y v3 = (0,1) es
linealmente dependiente ya que vy = v1 + vs. En particular, existe una combinacion
lineal del tipo awvi + bvs + cv3 = 0 con no todos sus coeficientes nulos. Podemos
calcularlas explicitamente tomando componentes y operando, con lo que la igualdad
anterior se transforma en (a + b,b+ ¢) = (0,0). El SEL homogéneo

a +b =0
b +¢ = 0

es compatible indeterminado, por lo que tiene infinitas soluciones. Por ejemplo a = 1,
b= —1yc=1 essoluciéon y produce la combinacién lineal v; — vy +v3 = 0. Veremos
que en R? no puede haber conjuntos linealmente independiente con més de dos
vectores.

2. En R[z], el subconjunto H = {p1(z), pa(x), p3(x)} donde p;(x) = 22+ 2 +1, pa(x) =
2z + 1y p3(x) = 22 + 1, es linealmente independiente. Para verlo, consideremos
una combinacién lineal del tipo api(z) + bpa(x) + c¢ps(x) = 0. Operando, tenemos
(a+c)2®+ (a+2b)x + (a + b+ ¢) = 0. Esto nos lleva al SEL homogéneo

a +c = 0
a +2b =0
a +b +c = 0
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Este SEL es compatible determinado y, por tanto, su tnica solucién esa = b = ¢ = 0.
Por tanto, H es linealmente independiente.

En K", el subconjunto H = {ey,...,e,} del Ejemplo (C) de la Seccién 2.4 es
linealmente independiente. Para verlo, tomamos una combinacién lineal del tipo
aijey + ...+ ape, = 0. Al tomar componentes y operar, obtenemos (ay,...,a,) =
0,...,0), por loque a; = ... =a, =0.

En My, «n(K), el subconjunto H = {E;;|i=1,...,m, j =1,...,n} definido en el
Ejemplo (E) de la Seccién 2.4 es linealmente. Para verlo, tomamos una combinacién
lineal del tipo

m
i=1

Teniendo en cuenta cémo se definen las matrices E;j;, la igualdad anterior equivale
a la igualdad A = (aij)ij = Omxn.

n
aijEij:a11E11+‘--+a1nEln+-~+am1Em1+~-+amnEmn:Omxn-
7j=1

. En Klz], el subconjunto H = {p;(z)|i € N U {0}} definido en el Ejemplo (D)

de la Seccién 2.4 es linealmente independiente. Para verlo, hay que comprobar
que cada subconjunto finito de H es linealmente independiente; tomemos cualquier
H' = {pi,(x),...,pi,, (x)} C H y una combinacién lineal del tipo aj p;;(z) + ...+
am i, () =0,conay,...,an, € K. Como p;, (x) = z tenemos a1z +. . .4 a,xin =
0. Como los grados de cada monomio de la izquiera son distintos, deducimos que
a; =0 paracadat=1,...,m.

En (C, +) consideramos el subconjunto H = {v1,v9} con vy = 1y ve = i. H es lineal-
mente dependiente en C(C), ya que vy = ivy. Pero H es linealmente independiente
en C(R), ya que si a; +agi =0 con aj,as € R entonces a; = as = 0.

Bases y dimension

Ya hemos comentado que nos interesa encontrar, dado un espacio vectorial V(K) fi-
nitamente generado, un sistema de generadores de V' con la menor cantidad posible de
vectores, y un subconjunto linealmente independiente con la mayor cantidad posible de
vectores.

Teorema 2.6.1 (Teorema de Steinitz) Sea V(K) un espacio vectorial. Supongamos
que H = {uy,ug,...,un} CV esun sistema de generadores de V- y H = {v1,v9,..., v} C
V' es linealmente independiente. Entonces, m > k.

Demostracion. Razonando por reducciéon al absurdo, supongamos que m < k.
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Paso 1.

Paso 2.

Veamos que, salvo una reordenacién de H, se puede sustituir u; por v; en H de
modo que Hj := {vy,us,...,un} sigue siendo sistema de generadores de V:

Como L(H) =V, el apartado 1 de la Proposicién 2.4.1 asegura que {vi, uy, u2, ..., Un}

es un sistema de generadores de V. Ademés, el vector v; se expresa como combi-
nacion lineal de H, es decir, daq, ao, ..., a, € K tales que

(2.9) V1 =a1 U] +a2Uz + ...+ A U,

Ademads v1 # 0 ya que H' es linealmente independiente. Esto nos dice que en (2.9)
no todos los coeficientes del miembro de la derecha son nulos. Reordenando y
renombrando si fuese necesario los vectores de H, podemos suponer a; # 0.
Despejamos ahora el vector u; en (2.9), obteniendo

up = aytvr + (—a7t ag)ug + ..+ (—ayt am) Um,

por lo que uy € L({v1,ua,...,un}). Por el apartado 2 de la Proposicién 2.4.1,
tenemos que {vy,ug, ..., un} es un sistema de generadores de V.

Veamos que, salvo una reordenacion de Hi, se puede sustituir su segundo elemento
ug por ve de modo que Hy := {vj,v9,u3...,uy,} sigue siendo un sistema de
generadores de V:

Como Hj es un sistema de generadores de V', el apartado 1 de la Proposicién 2.4.1

asegura que {vi,v2, U2, ..., Uy,} es un sistema de generadores de V. Ademads, el
vector vy de Hy, es decir, dby, ..., b, € K tales que
(2.10) vy =brvy +boug +b3us. ..+ by Up,-

Alguno de los escalares b; con i > 2 tiene que ser distinto de 0 (en caso contrario el
subconjunto {vy,ve} serfa linealmente independiente, luego A’ también lo serfa).
Reordenando y renombrando los vectores us, ..., u, de H; podemos suponer que
by # 0. Despejamos el vector ug en (2.10), obteniendo

ug = by vy + (—by L by) vr + (—by tbg) uz + ... A (=by b)) U,

por lo que ug € L({vi,va,...,un}). Por el apartado 2 de la Proposicién 2.4.1,
{v1,v2,us, ..., un} es un sistema de generadores de V.

Ahora reiteramos el proceso anterior de ir sustituyendo vectores de H por otros de H'.
Como estamos suponiendo m < k, se nos acaban antes los de H que los de H’, es decir,
llegamos a H,, = {v1,v2,...,0,} sistema de generadores de V, y ain tenemos al menos
Um+1 € H' que no ha participado en el proceso de sustitucién. Como L(H,,) =V, deduci-
mos que vVp,+1 € L(Hy,), y por tanto {v1,...,Vm, U1} es linealmente dependiente. Esto
contradice que H' es linealmente independiente. O
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Definicién 2.6.1 Una base de un espacio vectorial V (K) es un subconjunto B C V' que
sea a la vez sistema de generadores de V y linealmente independiente.

Veamos algunos ejemplos.

1. En K", el subconjunto B, = {e1, ..., e,} definido en el Ejemplo (C) de la Seccién 2.4
es una base, que llamaremos base usual o candnica de K".

2. En Mp,xn(K), el subconjunto B, = {E;j|i =1,...,m, j =1,...,n} definido en el
Ejemplo (E) de la Seccién 2.4 es una base, que llamaremos base usual o candnica de

Min(K).

3. En K[z], el subconjunto B, = {pi(r) = 2*|i € NU{0}} es una base de K[z], que
llamaremos base usual o candnica de K[z].

4. Dos vectores libres no colineales en el plano, o tres no coplanares en el espacio son
bases.

Teorema 2.6.2 (Existencia de bases) Sea V(K) # {0} un espacio vectorial finitamen-
te generado. Entonces, de cualquier sistema de generadores finito de V' se puede extraer
una base.

Demostracion. Sea H = {v1,..., vy} un sistema de generadores de V. Si H es linealmente
independiente, H serd base de V y hemos terminado. Supongamos estonces que H es
linealmente dependiente. Por el Lema 2.5.1, Jv; € H tal que v; € (H \ {v;}). Salvo
reordenar y renombrar los elementos de H, podemos suponer ¢ = m. Por el apartado 2
de la Proposicién 2.4.1, H' := {vy,...,v,,} sigue siendo sistema de generadores de V.
Si H' es linealmente independiente, H' serd base de V y hemos terminado. Si H' es
linealmente dependiente, volvemos a repetir del proceso de eliminar un vector de H' que
dependa linealmente del resto, que podemos suponer es v,,_1 tras reordenar. Este proceso
se terminard en una cantidad finita de pasos (no podemos eliminar todos los vectores de
H ya que cuando tengamos un sélo vector vy, decir que {v;} es linealmente dependiente
equivale a que v; = 0, pero como L({v1}) = V eso nos lleva a que V' = {0}, contradiccién),
y al terminar llegamos a un subconjunto de H linealmente independiente y sistema de
generadores, es decir, una base de V. O

Nota 2.6.1 El Teorema 2.6.2 también es cierto sin la hipdtesis de ser finitamente genera-
do, pero para demostrarlo se necesita el llamado azioma de eleccion, que se puede enunciar
de distintas formas; nosotros usaremos el Lema de Zorn:
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Sea X # @ un conjunto con una relacién de orden parcial <, en el que toda
cadena® C C X posee una cota superior’. Entonces, X admite un elemento
mazimal®.

Para demostrar la existencia de bases en V(K), tomamos como X el conjunto de todos
los subconjuntos de V' linealmente independientes, X no es vacio, puesto que {v} es li-
nealmente independiente siempre que v € V, v # 0. La relacién de orden parcial en X
se toma como la inclusién. Un cadena C' en X es una coleccion totalmente ordenada por
C de subconjuntos linealmente independientes de X, y la unién de todos ellos sirve como
cota superior (notemos que dicha unién es un subconjunto linealmente independiente de V
porque cualquier subconjunto finito suyo estara incluido en algin elemento de la cadena,
el cual es linealmente independiente por la definicién de X).

Aplicando el lema de Zorn a X, existe un elemento maximal B € X. Queda comprobar
que B es una base de V: B es linealmente independiente por pertenecer a X, y B es sistema
de generadores de V por la Proposicién 2.5.2, ya que si v € V'\ L(B) entonces BU{v} € X,
lo que contradice la maximalidad de B.

Teorema 2.6.3 (de la base) Todas las bases de un espacio vectorial finitamente gene-
rado son finitas y tienen el mismo numero de vectores.

Demostracion. Sea V (K) un espacio vectorial finitamente generado. Sabemos que V' tiene
bases y que alguna de ellas tiene cardinal finito, por el Teorema 2.6.2. Tomemos una
base By con cardinal finito n; € N y sea By otra base de V, con cardinal ny € NU {oco}
respectivamente. Sing > ni+1 (incluimos el caso ng = 00), tomamos en B2 un subconjunto
H' con ny+1 vectores. Como H' C By y By es linealmente independiente, H' es linealmente
independiente. Usando el Teorema de Steinitz con el sistema de geeradores H = B; y el
conjunto linealmente independiente H’, deducimos que m > m + 1, contradiccién. Asf
que ny < ni. En particular, toda base de V tiene un nimero finito de vectores. Ahora
intercambiamos los papeles de By y By para deducir que ny < ns. O

Definicién 2.6.2 Sea V(K) un espacio vectorial. Se define la dimension dimg (V) de
V(K), de la siguiente forma:

(i) Si V = {0}, dimg V = 0.

(ii) Si V # {0} es finitamente generado, dimg (V') es el cardinal de cualquier base de V.

(iii) Si V no es finitamente generado, dimg V' = oo.

4Un subconjunto C' C X es una cadena si (C, <) est4 totalmente ordenado.
SEs decir, un elemento s € X tal que a < s para todo a € C.
5Un elemento = € X se dice maximal si no existe a € X \ {z} tal que = < a.
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En el caso particular dimg (V') = 1, diremos que V es una recta vectorial. Y si dimg (V) = 2,
que V es un plano vectorial.

Veamos algunos ejemplos.

1. dimg K™ = n.

2. dimg My, xn(K) = mn, dimg M, (K) = n?.
3. dimg K[z] = 0.

4. La dimensién del espacio vectorial de los vectores libres del plano es 2, y la de los
vectores libres del espacio es 3.

5. dim¢C = 1, y dimg C = 2. En general, si V' es un espacio vectorial complejo con
dimc V = n, entonces V es un espacio vectorial real con dimg V = 2n.

Corolario 2.6.1 Sea V(K) un espacio vectorial finitamente generado. Dados H = {vy, ...,
v} C V' oun subconjunto linealmente independiente y H' = {u1, ..., un} un sistema de ge-
neradores de V', se tiene k < dimg V < m.

Demostracion. Sea B una base de V. Por definicion, el cardinal de B es n := dimg V.
Usando el Teorema de Steinitz con H como subconjunto linealmente independiente y B
como sistema de generadores, se deduce que k < n. Usando el mismo teorema con B como
subconjunto linealmente independiente y H’ como sistema de generadores se deduce que
n < m. O

Corolario 2.6.2 Si V(K) es un espacio vectorial finitamente generado, entonces todo
subespacio vectorial de V' es finitamente generado y dimg U < dimg V.

Demostracion. Sea n = dimg V' € N. Supongamos que U < V' es un subespacio vectorial.
Claramente, todo subconjunto linealmente independiente de U es linealmente independien-
te en V. Por tanto, el Corolario 2.6.1 asegura que llamando A al conjunto de los cardinales
de subconjuntos de U linealmente independientes, se tiene sup A < n. En particular, sup A
es un numero natural £ < n y existe un subconjunto H C U linealmente independiente
con cardinal k. Si L(H) # U, entonces la Proposicién 2.5.2 aplicada a V' = U asegura
que podemos ampliar H a un subconjunto H U{v} C U linealmente independiente, lo que
contradice que el supremo de A es k. Asi que L(H) = U, y por tanto H es base de U y
dimg U = k. O

Corolario 2.6.3 Sea V(K) un espacio vectorial condimg V. =n € Ny H = {vy,...,v,} C
V' un subconjunto linealmente independiente. Entonces, H es una base de V.



2.6. BASES Y DIMENSION 85

Demostracion. Si H no es sistema de generadores de V', entonces v € V' \ L(H). Como
H es linealmente independiente, la Proposicién 2.5.2 garantiza que H U{v} es linealmente
independiente, lo que contradice el Corolario 2.6.1. O

Corolario 2.6.4 Sea V(K) es un espacio vectorial finitamente generado, y U < V un
subespacio vectorial. Entonces, dimg U = dimg V' st y solo si U = V.

Demostracion. Si U = V entonces no hay nada que probar. Supongamos que dimg U =
dimg V. Por el Corolario 2.6.2, U es finitamente generado luego admite una base By. Visto
como subconjunto de V', By es linealmente independiente. Como su cardinal es dimg U =
dimg V', el Corolario 2.6.3 implica que By es base de V, y por tanto U = L(By) =V. O

Corolario 2.6.5 Sea V(K) un espacio vectorial condimg V=n € Ny H = {vy,...,v,} C
V' un sistema de generadores de V. Entonces, H es una base de V.

Demostracion. Si H es linealmente dependiente, entonces el Lema 2.5.1 implica que Jv; €
H tal que v; € L(H \ {v;}). En particular, n > 2. Aplicando el apartado 2 de la Proposi-
ci6n 2.4.1 deducimos que H \ {v;} es un sistema de generadores de V' con n — 1 vectores,
lo que contradice el Corolario 2.6.1. O

Uniendo la definiciéon de base con los Corolarios 2.6.3 y 2.6.5 tenemos la siguiente
equivalencia (que no es generalizable al caso de dimensién infinita):

Corolario 2.6.6 Sea V(K) un espacio vectorial con dimg V= n > 1. Dada un subcon-
gunto B ={v1,...,v,} con n vectores de V', son equivalentes:

1. B es una base de V.
2. B es un sistema de generadores de V.
3. B es linealmente independiente.

En el Teorema 2.6.2 vimos que de cualquier sistema de generadores se puede extraer
una base. Ahora veremos que también se puede conseguir una base anadiendo vectores a
un subconjunto linealmente independiente.

Teorema 2.6.4 (Ampliacién de la base) Sea V(K) un espacio vectorial con dimg V' =
n €N. Si H={vy,...,v:} es un conjunto linealmente independiente y k < n, entonces
kg1, ..., 0n €V tales que B :={v1,..., 0k, Vkt1,...,0n} €s una base de V.
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Demostracion. Como k < n, H no puede ser sistema de generadores de V' (si lo fuera H
serfa una base, lo que contradice el Teorema 2.6.3). Asi que Jvgy1 € V \ L(H). Por la
Proposicién 2.5.2, el subconjunto H U {vg11} = {v1,..., vk, vg11} es linealmente indepen-
diente. Si k41 = n, entonces H U {vg41} es una base de V por el Corolario 2.6.3 y hemos
terminado. Si k 4+ 1 < n, repetimos el argumento cambiando H por H U {vj41}. Este pro-
ceso de ir anadiendo vectores obteniendo subconjuntos linealmente independientes cada
vez mayores tiene que pararse en una cantidad finita de pasos por la primera desigualdad
del Corolario 2.6.1. Y se se para es porque habremos obtenido una base de V', que tendra
exactamente n elementos por el Teorema de la base. Asi que al final habremos ampliado
H con n — k vectores. O

Nota 2.6.2 1. La ampliacién {vg41,...,v,} del conjunto H a una base no es tdnica:
por ejemplo, podemos cambiar vg41 por avgyi siendo a cualquier escalar no nulo.

2. Como caso particular, a partir de cualquier vector v € V' \ {0} se puede construir
una base B de V con v € B.

3. El Teorema 2.6.4 se puede extender a dimensién infinita, esto es, cualquier conjunto
linealmente independiente S se puede ampliar a una base. Su demostracién puede
llevarse a cabo razonando con argumentos similares a los de la Nota 2.6.1.

4. La razon por la que el Teorema 2.6.4 se llama “de ampliacion de la base” es la
siguiente: supongamos que V(K) un espacio vectorial con dimg V' = n € N. Sea
U<V condimgU =m <nysea By = {vi,...,0,} una base de U. Entonces,
g1, ..., v, € V tales que B := {v1,..., 0%, Ugt1,...,Un} es una base de V (esto es
consecuencia directa del Teorema 2.6.4.)

Proposicién 2.6.1 Sea V(K) un espacio vectorial, H = {vi, ..., v} CV yv =3 1" ajv; €
L(H), siendo ay,...,an € K. Entonces:

1. Si H es sistema de generadores y a; # 0, entonces [H \ {v;}] U {v} es sistema de
generadores.

2. Supongamos que H es linealmente independiente. Entonces, [H \ {v;}] U {v} es li-
nealmente independiente si y sélo si a; # 0.

3. Supongamos que H es base de V. Entonces, [H \ {v;}] U{v} es base de V' si y sdlo
si a; # 0.

Demostracion. Para el apartado 1, notemos que H U {v} es sistema de generadores de V'
(porque H lo es). Como a; # 0, concluimos que v; € L([H \ {v;}] U{v}). Aplicando el
apartado 2 de la Proposicién 2.4.1, [H \ {v;}] U {v} es sistema de generadores.
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Para el apartado 2, primero supongamos que a; = 0. Entonces,
aivr + ...+ a;—1v;—1 + (—1)7) + ai+1%i41+ ...+ AUy =0

es una combinacién lineal de vectores de [H \ {v;}] U {v} igual a cero y con no todos sus
coeficientes nulos, luego [H \ {v;}] U {v} es linealmente dependiente. Esto prueba que si
[H \ {vi}] U{v} es linealmente independiente, entonces a; # 0.

Reciprocamente, supongamos que a; # 0 y veamos que [H \ {v;}] U {v} es linealmente
independiente. Sean A1, ..., A\, € K tales que

(2.11) AU+ AN1Ui—1 F AU+ A1Vl s A = 0.
Sustituyendo v = Y " | a;v; en (2.11) y agrupando, obtenemos
(A +Nian)vi+. A (Nic1FAiai— 1) vic 1+ XiaiviH(ANip 1+ Aiaip1 ) vigr . A (At Ai@m ) v = 0.

Como H es linealmente independiente, tenemos A\; + \a; = 0 V5 € {1,...,m}\ {i} y
Aia; = 0. Como a; # 0, de la iltima ecuacién obtenemos \; = 0. Sustituyendo esto en las
otras m — 1 ecuaciones obtenemos A\; =0 Vj € {1,...,m} \ {i}, luego [H \ {v;}] U {v} es
linealmente independiente.

Finalmente, supongamos que H es base de V' y veamos el apartado 3. Si [H \ {v; }]U{v}
es base, entonces es linealmente independiente luego aplicando el apartado 2, a; # O.
Reciprocamente, si a; # 0 entonces por el apartado 2, [H \ {v;}] U {v} es linealmente
independiente. Como dimg V' = m (porque H es base de V'), el Corolario 2.6.3 asegura
que [H \ {vi}] U{v} es base de V. O

Corolario 2.6.7 Sea V(K) un espacio vectorial finitamente generado y U, W <V subes-
pacios vectoriales suplementarios (es decir, V.=U @ W ). Entonces, dimg V = dimg U +
dimg W. Ademds, si By, Bw son bases de U, W respectivamente, el subconjunto By U By
es base de V.

Demostracion. Si U = {0} entonces de V= U & W se deduce que W =V luego dimg U +
dimg W = 0 + dimg W = dimg V. Si U = V entonces W = {0} y el razonamiento es
andlogo. Asi que supongamos que U,V son subespacios propios de V. Tomemos bases
respectivas By de U y By de W, que existen porque ambos subespacios son finitamente
generados y no nulos. Entonces,
V=U+W=LBv) + Bu) 2 LBy UBw),

donde en (%) hemos usado el Lema 2.2.1. Esto prueba que By U By es un sistema de
generadores de V.
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Veamos ahora que By UByy es linealmente independiente: si no lo es, uno de sus vectores
depende linealmente del resto. Podemos suponer que 3z € By que depende linealmente de
[BuUBw |\ {z}. Por tanto, pordemos escribir # = y+z donde y € L(By \{z}), z € L(Bw).
Asi,z—y € L(By) = U esigual a z € W. Como UNW = {0}, tenemos x —y = z = 0. En
particular, z = y luego = € L(By \ {z}), lo que implica que By es linealmente dependiente,
contradicién. Por tanto, By U By es linealmente independiente.

Como ByUByy es linealmente independiente y sistema de generadores de V', concluimos
que By U By es base de V. En particular, dimg V = dimg U + dimg W. O

Podemos terminar esta seccién con un resultado en cierta manera reciproco al Corola-

rio 2.6.7.

Corolario 2.6.8 Sea V(K) un espacio vectorial finitamente generado y U < V con
dimg U = m < n = dimg V. Dada una base By{vi,...,vm} de U, existen n — m vec-
tores Vpmi1,...,0n € V tales que B = {v1,...,Vm, Umt1,...,0n} €s una base de V, y el
subespacio vectorial W := L({Um+1,...,Vm}) es un suplementario de U en V, esto es,

V=UaW.

Demostracion. La existencia de vectores vp,y1,...,v, € V tales que B = {v1,..., v,
Um+1,---,0n} €s base de V es consecuencia directa del Teorema de Ampliacién de la
Base (ver apartado 4 de la Nota 2.6.2). Queda ver que W := L({vy+1,...,0}) cumple
V=UsW:

B C UUV y por ser B sistema de generadoresde V., V = L(B) C L{UUW) =
LU)+L(W)=U+W.

‘UﬂW = {O}:‘ Esto es obvio si U = {0} 6 W = {0}, por lo que a partir de ahora
suponemos U # {0} y W # {0}. Seav e UNW. Como v € U = L(By), Ja1,...,am € K
tales que v = a1 v1+...+ a4y Uy. Y comov € W = L({vmt1,---,0n}), Jams1, ... ,an €K
tales que v = a1 Umy1 + - .. + apn v, Restando ambas igualdades obtenemos

a1+ .o+ Vm — Gl V1 + -0 — G Uy = 0,

que es una combinacion lineal igual a 0 de B, que es linealmente independiente. Por tanto
deducimos que a; =0Vi=1,...,n luego v = 0. O

El Corolario 2.6.8 da un método practico de construcciéon de subespacios suplemen-
tarios. Notemos que cada completacién de una base By de U hasta una base de V da
lugar a un subespacio suplementario posiblemente distinto. Por ejemplo, sea U el subes-
pacio vectorial de R? dado por U = L({u}) con u = (1,—2). Es claro que By := {u}
es una base de U, luego dimg U = 1. Consideremos el vector w = (0,1) € R2. Como
B := {u,w} es una base de R?, W := L({w}) es un suplementario de U en R2. Pero si
tomamos w’ = (1,0) € R?, también {u,w’} es una base de R? y W’ := L({w'}) es otro
suplementario de U en R?. Es decir, RZ2=U @ W =U @ W’ pero W # W',
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Definicién 2.6.3 Sea V(K) un espacio vectorial finitamente generado y U < V. Llama-
mos codimension de U en V a la dimension de cualquier subespacio suplementario:

codimg (U) = dimg V' — dimg U.

Si codimg (U) = 1, diremos que U es un hiperplano vectorial de V.

2.6.1. Bases y dimension de un espacio vectorial cociente

Sea V(K) un espacio vectorial con dimg V =n € Ny U < V. Veamos cémo calcular
la dimensién de V/U y una base suya. Recordemos que por el Corolario 2.6.2, todos los
subespacios vectoriales de V' son finitamente generados (con dimensién lo més n) y por
tanto, admiten bases (si son no nulos). En el caso dimg U = n, el Corolario 2.6.4 asegura
que U =V luego V/U = {0+ U} es el espacio vectorial nulo, que no tiene bases y tiene
dimension cero. De ahora en adelante supondremos que dimg U < dimg V.

Teorema 2.6.5 Sea V(K) un espacio vectorial finitamente generado y U < V, {0} #
U#V.SiW es un subespacio suplementario de U y By = {wi,...,wi} es una base de
W, entonces

BV/U = {w1+U,...,wk+U}

es una base de V/U. Por tanto, dimg(V/U) = dimg V' — dimg U.

Demostracion. Llamemos n = dimg V. Como W es un subespacio suplementario de U en
V', se tiene V = U & W. Tomemos una base By de U, que existe porque U es finitamente
generado y no nulo (por esto mismo, sabemos que 3By ). Por el Corolario 2.6.7, By U By
es base de V. En particular, la dimension de U es n — k asi que podemos escribir By =
{’U,l, v ,un,k}.

Veamos que By, es sistema de generadores de V/U: Sea x +U € V/U y tomemos un
representante x en dicha clase. Como = € V' y By U By es sistema de generadores de V,
existen ai,...,a, € K tales que

n—=k k
T = E a;u; + g Ap— ki Wi
i=1 i=1

Tomando clases en V/U nos queda

n—k k

k
e+U =) ai(ui+U)+ Y an pyi(wi+U) & >t kyi(w; +U),

donde en (x) hemos usado que Z?;lk ai(u; +U) = Z:‘;k a;(0+U) = 0+ U. Por tanto,
By es sistema de generadores de V/U.
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Finalmente, comprobemos que By es linealmente independiente: sean by,...,b; € K
tales que 04+ U =by(w1 +U) + -+ + b (wr, + U) = (bywy + ... + brwy) + U. Esto quiere
decir que bjw; + ... + bgwg € U. Como bywy + ... + bywy € L(By) = W, tenemos que
bywi+...+bywr € UNW, que es {0} porque V =U@W. Asi, byw1+. . .+brwg, = 0y como
los vectores de By, son linealmente independientes, concluimos que b; = ... = by = 0. Por
tanto, By es linealmente independiente.

Como By es linealmente independiente y sistema de generadores de V/U, es base de
V/U. O

Nota 2.6.3 El teorema anterior da un algoritmo para construir una base de V/U:
Paso 1: Se construye una base By = {u1,...,un} de U.

Paso 2: Ampliamos By a una base B = {u1, ..., Umn, Umti1,...,0n} de V.

Paso 3: El conjunto {vy,41 +U,...,v, + U} es una base de V/U.

2.7. Coordenadas respecto de una base ordenada

Sea V(K) un espacio vectorial y B = {vi,...,v,} una base de V. Como B es un
sistema de generadores de V, todo vector v € V se expresa como v = ajvy + ... +
an v, para ciertos ai,...,a, € K. Ademds, la independencia lineal de B junto con la
Proposicion 2.5.1 implican que estos escalares son tnicos. En resumen, tenemos probado
el siguiente resultado.

Teorema 2.7.1 (Existencia de coordenadas) Sea V(K) un espacio vectorial y B =
{v1,...,vn} una base de V. Entonces, para cada v € V Jlay,...,a, € K tales que v =
a1Vl + ...+ Ay Uy

El reciproco del resultado anterior es cierto; incluso podemos decir algo mas.

Proposicién 2.7.1 Sea V(K) un espacio vectorial y B = {v1,...,v,} C V \ {0}. Enton-
ces, son equivalentes:

1. B es una base de V.
2. YoeV, dlay,...,a, € K tales que v =a1v1 + ... + anp Up.
3. V=Lw)®...5 L(vy).

Demostracion. La existencia de los a; € K para cada v € V en el apartado 2
equivale a que B sea sistema de generadores, y la unicidad en ese mismo apartado equivale
a que B sea linealmente independiente (Proposicién 2.5.1).
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Por definicién de suma directa, el apartado 3 de esta proposicién equivale
a se dé cualquiera de las dos condiciones de la Proposicién 2.2.4. La condicién 1 de la
Proposicién 2.2.4 es que para cada z € Uy + ...+ Uy, Ix; € U;, i = 1,...,m, tales que
x=x1+ ...+ Tpm. Observemos que como v; # 0, la existencia y unicidad de cada x; € U;
equivale a la existencia y unicidad del escalar a; € K tal que x; = a;v;. O

El Teorema 2.7.1 nos dice que dada una base, tenemos una manera de asignar de forma
univoca a cada vector v € V una lista de coeficientes (ay, ..., a,) € K". Para que sepamos
reconstruir v a partir de (ai,...,a,) necesitamos prefijar una ordenacién de B, es decir,
aunque {vy,v2,...,0,} = {va2,v1,...,0,} no es lo mismo ay vy + agva + ... + a, v, que
a1 vy + agcotvy + ... 4+ a, v, como vectores de V. Esto nos lleva al concepto de base
ordenada.

Definicién 2.7.1 Sea B una base de un espacio vectorial V' (K) de dimensién n € N. A
cada una de las n! ordenaciones de los elementos de B se le llamaréd base ordenada. Por

ejemplo, una de estas bases ordenadas creadas a partir de B es B := (ey, ..., €,) (notemos
la diferencia en la notacién y en el uso de paréntesis).
Dado v € K, a la tnica n-upla vg := (a1,...,a,) € K" tal que v = aj vy + ... + ap v,

se le llaman las coordenadas de v respecto de B.
Cuando usemos lenguaje matricial, nos convendré escribir las coordenadas como co-
lumna:

ay
v =
Gn
Por ejemplo, las bases ordenadas B = (v1,v2,...,v,) y B’ = (vg,v1,...,v,) son
reordenaciones distintas de la misma base B = {vj,v2,...,v,} de V. Dado v € V, si
vg = (ai,...,a,) entonces vg = (ag,ai,...,a,). En particular, vg # vp:.
Sea B = (v1,...,v,) una base ordenada de V(K). Podemos entonces definir una bi-
yeccién
(2.12) fB:V—=K", v fp(v) =vpB.
Es facil comprobar que se cumple:
(2.13) felau+bv)=a fp(u)+bfp(v), Va,bekK, Vu,veV.

(esto es lo que en el préximo tema llamaremos un isomorfismo de espacios vectoriales).
Notemos que esta manera de identificar V' con K" depende de B.

Nota 2.7.1 Una consecuencia directa de lo anterior es que R(Q) (ver la Nota 2.1.2) no
es finitamente generado: si existiera una base B de R(Q) con n € N vectores, la aplicacién
fB: R — Q" serfa biyectiva, lo que contradice que R no es numerable.
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Veamos algunos ejemplos de coordenadas en bases ordenadas.

1. En K", la base ordenada usual es B, = (e1,...,ey,), obtenida a partir de B, =
{e1,...,en}. Como cada vector v = (z1,...,2,) € K" se expresa como v = x1 e +
...+ x, en, las coordenadas de v respecto de B, coinciden con v, vg = v. Esta es
una propiedad exclusiva de B, que facilita mucho los cédlculos.

2. En M, xn(K), la base ordenada usual es
By = (E11, B2, ..., Bin, E21, - - B,

que es una de las (mn)! ordenaciones de la base usual B, = {E;j|i =1,...,m, j =
1,...,n}. Cada A = (aij)ij € Mmxn(K) se escribe como A = > Z?:l aij Eij,
luego las componentes de A coinciden con sus coordenadas en B, pero en Ap, las
entradas de A se disponen horizontalmente: primero la primera fila de A, seguida de
la segunda, etc.

3. En K, [z] = {p(x) € K[z] | grado(p(x)) < n}, la base ordenada usual es

Bu = (pg(l‘) = 1,p1(a:) =Z,... 7pn(x) = $n)

En particular, dimg K, [z] = n+ 1. Como cada p(x) = ap+ar z+...+apz" € K, [z]
se escribe p(x) = ag po(x) +a1 p1(x) +. ..+ an pn(z), concluimos que las coordenadas
de p(zx) respecto de B, coinciden con los coeficientes del polinomio ordenados de
menor a mayor.

En general, el calculo de las coordenadas de un vector respecto de una base ordenada
equivale a resolver un SEL compatible determinado. Vedmoslo con un ejemplo.

Ejemplo 2.7.1 En R? consideramos los vectores v; = (1,0) y vg = (—1,1). Como clara-
mente {v1,v2} es linealmente independiente y dimg R? = 2, tenemos que B = (v, v2) es
una base ordenada de R?(R). Dado v = (x,y) € R?, las coordenadas de v respecto de B
son vg = (a,b) € R? tales que v = a vy +bvs. Operando y tomando componentes llegamos
a la igualdad (z,y) = (a — b, b), es decir, obtenemos el SEL

a —b = =z
b =y

que es compatible determinado con soluciones a = x +y, b = y. Por tanto vg = (z + vy, y).

Un mismo vector puede tener coordenadas distintas en distintas bases ordenadas (salvo
el vector cero, cuyas coordenadas respecto a cualquier base ordenada son (0,...,0)). De
hecho, dado un espacio vectorial V(K) con dimg V =n € Ny v € V' \ {0}, existe una base
ordenada B de V tal que vg = (1,0,...,0) € K".
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., Qué relacion existe entre las coordenadas de un mismo vector en dos bases
ordenadas distintas?

Tomemos dos bases ordenadas B = (v1,...,v,) y B' = (v],...,v},) de V(K). Dadov € V,
queremos relacionar v y vpgr. Para ello, expresamos los vectores de B en combinacién
lineal de los de B’:

n
(2.14) vi=> aivj, Vi=1,...,n.
i=1
De esta forma, los coeficientes anteriores son tnicos ya que (vj)p = (aij,...,an;) € K"

son las coordenadas de v; respecto de B’. Disponemos estas coordenadas por columnas
en una matriz:

Definicién 2.7.2 En las condiciones anteriores, la matriz de cambio de base de B a B’
es

ail a2 ... Qip
a1 ago PN ¢ 5))

M(IV,B,B/) = ] ] ) 'n — (v1) B (v2)pr| .. |(vn)pB
Anl Aap2 ... Qpn

Por ejemplo:
» Si B = B’ entonces M(1ly, B, B) := M(1ly,B) = I,.

» Dada una base ordenada B de K", la matriz M (I, B, B,,) es la que tiene por columnas
a las componentes de los vectores de B.

Volviendo al caso general:

Proposicién 2.7.2 (cambio de base) Sean B = (v1,...,v,) y B = (v{,...,v],) dos
bases ordenadas de un espacio vectorial V(K). Dado v € V, la relacion entre las coorde-
nadas vg,vpg €S

(2.15) vgr = M(ly, B, B')vp.
Demostracion. Pongamos vg = (a1,...,a,), vg = (a},...,a,) € K". Entonces,
n n n

n n n n
B i (2.14) ’ ; /
=1 j=1 i=1

j=1 i,j=1 i=1 \j=1
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luego
n
(2.16) a; :Zaijaj, Vi = 1,...,77,,
j=1
que matricialmente es (2.15). O

Definicién 2.7.3 A cualquiera de las ecuaciones (2.15) o (2.16) se les llama las ecuaciones
de cambio de base de B a B'.

Si hacemos las ecuaciones de cambio de base de B’ a B de forma andloga a (2.15), obten-
dremos vg = M (1y, B’, B) vg:. Por tanto,
vp = M(ly, B, B)og "= M(1y, B, B) M(1y, B, B') vg,
y como v € K" es arbitrario, deducimos que
(2.17) M(ly,B',B)M(1y,B,B’) = I,.
Cambiando los papeles de B y B’ se deduce igualmente que
(2.18) M(ly,B,B")M(1y,B',B) = I,.
De (2.17) y (2.18) deducimos lo siguiente.

/

Lema 2.7.1 Sean B = (vi,...,v,) y B' = (v{,...,v},) dos bases ordenadas de un espacio

vectorial V (K). Entonces, la matriz de cambio de base M (1y, B', B) es reqular, y su inversa
es

M(1y,B',B)"t = M(1y,B, B).

Ejemplo 2.7.2 En R? consideramos la base ordenada B = (v1,v2) con vy = (1,0) y vy =
(—=1,1) del Ejemplo 2.7.1. Ya vimos que, para cada v = (x,7y) € R? se tiene vg = (z+y,y).
Esto se podria haber hecho usando un cambio de base: por la Proposicién 2.7.2,

(2.19) vg = M(I, By, B)vp,, donde M(I, B,, B) = ((e1)p|(e2)B)-

Pero es facil comprobar que (e;)p = (1,0), (e2)p = (1, 1) luego

M(I, By, B) = ( (1) } )

Usando lo anterior en (2.19),

w-(11)()-(37)

y llegamos al mismo resultado de antes.
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Lema 2.7.2 Sean B, B', B” tres bases ordenadas de un espacio vectorial V(K). Entonces,
M(I,B,B") = M(I,B',B") - M(I, B, B').

Demostracidn. Pongamos B = (v1,...,vy,), B' = (v{,...,v)), B” = (v],...,v)). Razo-
nando como en (2.14)

n
/ .
v; = g aj;v;, Vi=1,...,n,
i=1
n
/ 14 -
v, = E briv, Yi=1,...,n,
k=1

luego Vj=1,...,n,

n n n n n
Uj = Zaijvg = Zaij Z bkﬂ}g = Z ( bkia¢j> ’Ug
=1 =1 k=1 k=1 \i=1
n
= > (M(v,B,B"): M(ly, B, B")),. v{,
k=1

de donde M(I,B,B") = M(I,B',B") - M(I, B, B'). O

2.8. Formula de Grassmann

Teorema 2.8.1 (Férmula de Grassmann) Sea V(K) un espacio vectorial y Uy, Us <
V' finitamente generados. Entonces,

dimK(Ul + UQ) = dimg U7 + dimg Uy — dimK(Ul N UQ).

Demostracion. Llamemos m = dimg (U;NUs) y n; = dimg U; para cada i = 1, 2. Queremos
probar que dimg (U 4+ Us) = ny + ng — m, luego basta construir una base de Uy + Us con
ni1 + ng — m vectores.

Por el momento supondremos que m > 0, después discutiremos cémo adaptar lo que
sigue al caso m = 0. Sea By,nv, = {v1,...,vmn} una base de U; NU,. Aplicando el Teorema
de Ampliacién de la Base a By,ny, viendo Uy N Us como subespacio vectorial de U; (aqui
i=1,2), Elvfnﬂ,...,vﬁ” € U; tales que B; = {vl,...,vm,v,’ﬁﬂ,...,vfli} es una base de
U;. Llamemos W; := L({v, 1, --,v,}), que es un subespacio suplementario de Uy N Uz
en U; (si fuera Uy N U = U;, entonces W; = {0}), es decir U; = (U; NUs) @ W;, para cada

1 =1,2. Veamos que

(2.20) Uy NnWy = {0} (y andlogamente Us N W = {0}):
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Por construccién de Wa, {0} = (U1 NU3) N Wy = Uy N (U NWa) = Uy N W3 luego tenemos
probado (2.20).
Consideremos ahora el conjunto de m + (ny —m) + (ng — m) = n1 + na — m vectores:

1 1 .2 2
B=DBi1UBy={v1,...,0m, Upyqs---10p,,0 RN Vel

ni? Ym+1» » Yng

Veamos que B es una base de U; + Us y habremos terminado.
B es sistema de generadores de U + Us: ‘ L(B) = L(B1UBy) = L(B1)+ L(Bs) = Uy + Us.

B es linealmente independiente: ‘ Consideramos una combinacién lineal

Zazvl+2bv+2q =0,

i=m+1 i=m-+1
CON G1, ..., Qmybmt1, .-y 0nysCmstl, ..., Cny € K. Claramente, la igualdad anterior es equi-
valente a:
n2
(2.21) Zalvl + Z b v} Z civ?,
i=m+1 i=m+1

El miembro izquierdo de (2.21) es un vector de Uy y el derecho estd en W5. Usando (2.20),
los dos miembros de (2.21) son cero:

n2

Z%%‘F Z b; v Z civf.

i=m-+1 i=m+1

De esto deducimos que todos los coeficientes se anulan, ya que B; es linealmente indepen-
diente y {vfn PR nQ} C By, que también es linealmente independiente.

Queda explicar cémo adaptar el argumento anterior al caso m = dimg(U; N Uz) = 0.
En este caso, Uy N Us no tiene bases y no aplicaremos el Teorema de Ampliacion de la
Base sino que tomaremos directamente bases B; de U;, i = 1,2, con lo que el argumento
sigue siendo valido con W; = U;. O

Como consecuencia directa de la formula de Grassmann tenemos el siguiente resultado.

Corolario 2.8.1 Sea V(K) un espacio vectorial finitamente generado. Dados Uy,Us <V
tales que dimg V = dimg Uy + dimg Us, son equivalentes:

1. V=U®Us.
2.V =U; + Us.
3. UlmUQZ{O}.
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2.9. Subespacios de K" a partir de un conjunto de genera-
dores

Las siguientes propiedades se deducen directamente de la Proposicién 2.4.1 y del apar-
tado 1 de la Proposicién 2.6.1.

Lema 2.9.1 Sea VK un espacio vectorial, H = {vy,...,v} CV y U = L(H).

1. Sia € K\ {0} ei = 1,...,m, entonces {vi,...,av;,..., v} es un sistema de
generadores de U.

2. SiaeKyl<i<j<m, entonces {vl,...,vi,...,vj +avi,...,vn} es un sistema
de generadores de U.

Veamos cémo aplicar el lema previo para calcular una base de U = L(H), donde
H = {vy,...,v} C K" Disponemos los v; por filas, creando una matriz A € M, x,(K)
cuya fila i-ésima es v;, i = 1,...,m. El lema anterior nos dice que, aplicando a A transfor-
maciones elementales por filas (incluido cambiar de orden dos filas) obtenemos un nuevo
sistema de generadores de U. Procedemos como en el método de Gauss, realizando trans-
formaciones por filas hasta conseguir la matriz de un SEL escalonado. Entonces, las filas
no nulas de la matriz final producen vectores linealmente independientes que generan a
U y por tanto son una base de U. Es niimero de estas filas linealmente independientes es

Ejemplo 2.9.1 Calculemos una base y la dimensién del subespacio vectorial de R* da-
do por U = L(H), donde H = {(1,-2,1,0),(2,3,-2,1),(4,—1,0,1)}. Escribiendo los

generadores por filas asociamos la matriz

1 -2 10
A= 2 3 -2 1
4 -1 01

Aplicamos transformaciones elementales por filas hasta conseguir la matriz de un SEL
escalonado:

1 -2 1 0
M~ 0 7 —4 1
0 0 00

Como el vector nulo se puede eliminar de cualquier sistema de generadores, tenemos que
By ={(1,-2,1,0),(0,7,—4,1)} sigue siendo un sistema de generadores de U. Como By
es claramente linealmente independiente, By es una base de U y dimg U = 2.
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Nota 2.9.1 El procedimiento anterior se podra aplicar a cualquier sistema de generadores
finito H de un subespacio vectorial U de cualquier espacio vectorial V(K) finitamente
generado: para esto fijaremos una base ordenada B de V(K), tomaremos las coordenadas
de los elementos de H en esa base y consideraremos el subespacio U’ < K" generado
por estas listas de coordenadas. La base de U’ que se obtenga mediante el procedimiento
anterior proporciona las coordenadas en B de una base de U. Para dar una justificacién
rigurosa de esto, debemos esperar al tema siguiente.

2.10. Ecuaciones de un subespacio vectorial

Recordemos que si V(K) es un espacio vectorial finitamente generado, y U < V,
entonces U también es finitamente generado con dimg U < dimg V' (Corolario 2.6.2), y
que dimg U = dimg V si y sélo si U = V (Corolario 2.6.4). Nuestro siguiente objetivo
es caracterizar cuando una eleccién de coordenadas respecto a una base ordenada B de
V' produce un vector de U. Resolveremos esto en el caso particular V = K", a la espera
de poder extenderlo a cualquier espacio vectorial V"(K) (y subespacio suyo) en el tema
siguiente, via el isomorfismo de espacios vectoriales fg: V — K™ asociado a una base
ordenada de V.

2.10.1. Ecuaciones paramétricas de un subespacio de K"

Sea U < K" con dimg U = k > 1. Tomemos una base ordenada By = (uj,us,...,ug)
de U. Como U = L(By), los vectores de U son de la forma

(2.22) V=AUl + AU + ...+ A\ up

con \; € KVi=1,...,k. Escribiendo v = (z1,x2,...,2,) y uj = (c1j,¢2j, ..., Cnj) (coor-
denadas en la base usual), la igualdad (2.22) se escribe

r1 C11 Clk

Z2 C21 C2k
=\ . 4+ A

Tn Cnl Cnk

0, por componentes,

1 =ciiA+cde+ ..+ cip Ak,

Ta = cCa1 A1+ 2 2+ ...+ Cop A,
(2.23) . . .

Tp = Cpl M+ Cn2 A2+ ..+ Cpk Mg,
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(2.23) se llaman las ecuaciones paramétricas de U respecto de la base ordenada By y la
base usual de K™. Notemos que

= Hay n ecuaciones paramétricas, con k = dimg U pardmetros Ai, ..., \g.

s Los coeficientes que acompanan a cada A; son las coordenadas de wu; por columnas
en la base usual B,.

s Cuando damos cada parametro un valor concreto, obtenemos un vector u € U, y
up, es la lista de valores de los pardmetros. En particular, el vector i-ésimo de By
se recupera a partir de las ecuaciones paramétricas tomando Ay = -+ = \j_1 = 0,
A=1, )\i-i—l:"’:)\kzo-

Nota 2.10.1 Para extender lo anterior a un subespacio vectorial U # {0} de un espacio
vectorial V(K) de dimensién n, fijaremos una base ordenada B de V' y usaremos el iso-
morfismo de espacios vectoriales fp: V' — K" (ver tema siguiente), que llevard U es un
subespacio vectorial fp(U) < K" con dimg fp(U) = dimg U. Si By es una base ordenada
de U, fp(By) es una base ordenada de fp(U), y ya podremos aplicar el procedimien-
to anterior para calcular las ecuaciones paramétricas de fp(U). Estas son las ecuaciones
paramétricas de U respecto de las bases ordenadas By, B.

2.10.2. Ecuaciones paramétricas de las soluciones de un SEL homogéneo

Consideremos un SEL homogéneo Az = 0, con matriz de coeficientes A € M., x, (K)
e incognitas z € K" = M,,»1(K). Recordemos que

1. Las soluciones de Az = 0, forman un subespacio vectorial U C K" (Ejemplo 8 de la
Seccién 2.2.1).

2. Las transformaciones elementales de ecuaciones del SEL producen nuevos SEL equi-
valentes (Proposicién 1.2.2).

3. ElSEL original es equivalente a uno escalonado (Método de Gauss) conr € {1,...,m}
ecuaciones no nulas. En este SEL escalonado los coeficientes por filas son linealmente
independientes y 7 es el rango por filas de la matriz original A. Este SEL escalona-
do permite distinguir r incégnitas principales, que denotaremos por z1,...,z, (tras
posiblemente renombrar las incégnitas) y n — r secundarias, Z,41,...,Tp.

4. Todas las soluciones de Az = 0 (todo los elementos de U) se construyen tomando
valores arbitrarios para las incégnitas secundarias (pardmetros) x,41 = A1,..., Ty =
An—r € K, v despejando escalonadamente las incégnitas principales en términos de
esos parametros. Estas son las ecuaciones paramétricas del subespacio U.
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2.10.3. Ecuaciones implicitas de un subespacio vectorial

Definicién 2.10.1 Sea V(K) un espacio vectorial con dimg V' =ny U < V un subespacio
vectorial con dimg U = k. Dada una base ordenada B de V, las ecuaciones implicitas’ de
U respecto a B es un SEL homogéneo Az = 0 cuyo conjunto de soluciones coincide con
las coordenadas de los vectores de U respecto de B.

A continuacién veremos como calcular las ecuaciones implicitas de U respecto a una
base ordenada B de V', y comprobaremos que éstas forman un SEL homogéneo de n — k
ecuaciones linealmente independientes con n incognitas.

Sea By = (uq,...,ux) una base de U. Consideremos la matriz C € M,y (K) cuyas
columnas son las coordenadas respecto de B de los vectores u;:

C=| [(w)s]| |(w2)p| ... [(ur)B

Sea v € V. Como By es base de U, deducimos que v € U si y sélo si el rango por columnas
de la matriz (Clvg) € My k41)(K) es k. Las ecuaciones implicitas de U respecto a B
tienen la misién de asegurar que la linea de las incognitas es combinacion lineal de las de
los vectores de By. Una forma de hallarlas es imponiendo que todos los menores de orden
k+1 de (Clvly) tienen determinante nulo. En realidad, sélo hay que anular n — k de estos
determinantes, ya que como C' tiene rango por columnas igual a k (porque los vectores de
By son linealmente independientes), el rango de C' por filas también es k (por el teorema
del rango), luego existe un menor M de orden k en C con determinante distinto de cero;
ahora las n—k ecuaciones que componen nuestro sistema homogéneo se obtienen anulando
los n — k determinantes obtenidos al orlar M mediante una fila de (ClvY;) elegida fuera de

M (hay n — k de estas filas) y la porcién correspondiente de la columna v;.

Ejemplo 2.10.1 Calculemos las ecuaciones implicitas de la recta vectorial U = L((1,3, —2)) <
R? en la base usual B,: Tomamos la base By = {(1,3,—2)} de U; la discusién anterior
nos dice que habran n — k = 3 — 1 = 2 ecuaciones cartesianas de U.

Un vector v = (1, 72, z3) € R3 pertenecerd a U si y sélo si es proporcional a (1,3, —2).
Esto equivale a que la matriz

1 I
(C|Uf3u) = 3|z
-2 I3

70 cartesianas.
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tenga rango 1. Claramente, el menor (a;1) = (1) de C tiene determinante no nulo. Orlamos
dicho menor imponiendo

1 = 1 =
= — = = 2 =
‘ 3 Lo T2 3:L‘1 0, ’ _9 T3 xr3 + 221 0
luego las ecuaciones implicitas de U son
—3x1 a9 = 0
211 4+r3 = 0 |°

Ejemplo 2.10.2 Calculamos las ecuaciones implicitas de W = L({(1,3,-2),(1,1,1)}) <
R3 en la base usual. Claramente, By = {(1,3,—2), (1,1,1)} es linealmente independiente,
luego W es un plano vectorial y By es una base de W. Esto nos dice que sélo hay
n —k =3 —2 =1 ecuacién implicita. Un vector v = (1, 22, r3) € R? pertenecerd W si es
combinacién lineal de By o equivalentemente, la matriz

1 1 X
(Clvg,) = 3 1] a9
-2 1 I3

1 1
tiene rango 2. El menor ( 3 1 ) tiene rango 2 (porque su determinante es —2 # 0).

Orlamos dicho menor imponiendo

1 1 T
1 29 | =23 — 229 + 321 4+ 221 — 33 — 12 = D1 — 322 — 2203 = 0,
-2 1 T3

que es la ecuacion implicita de U.

2.10.4. Ecuacionesde U+ W, UNW

Sean U, W subespacios vectoriales de un espacio vectorial V(K) finitamente generado.
Para calcular las ecuaciones implicitas de U + W en una base ordenada B de V'
hacemos lo siguiente:

1. Calculamos bases By, By de U y W, por ejemplo a partir de ecuaciones paramétricas

de Uy W.

2. By U By es un sistema de generadores de U + W, de donde extraemos una base
BU+W de U+ W.
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3. Aplicamos el proceso de la Seccién 2.10.3 para calcular las ecuaciones implicitas de
U + W respecto de B.
Para calcular las ecuaciones paramétricas de U + W:
1. Calculamos una base By de U + W como en el procedimiento anterior.
2. Aplicamos lo explicado en la Seccién 2.10.1.

O bien, si hemos calculado las ecuaciones implicitas de U + W, resolvemos el sistema
homogéneo asignando incégnitas principales y secundarias.
Para calcular las ecuaciones implicitas de U N W:

1. Calculamos las ecuaciones implicitas de U y de W por separado (respecto de la
misma base ordenada B).

2. Unimos las ecuaciones de ambos sistemas y eliminamos las ecuaciones linealmente
dependientes.

Para calcular las ecuaciones paramétricas de UNW, calculamos las ecuaciones implici-
tas de U N W, y luego resolvemos el sistema homogéneo asignando incégnitas principales
y secundarias.
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2.11. Ejercicios.

1. Demostrar que si V' es un espacio vectorial sobre K entonces se cumplen las igualdades:
a(lu—v)=au—av,
(a—b)v=av—buv,
para todo a,b € K y todo u,v € V.

2. La propiedad 6) de la Proposiciéon 2.1.1 sélo involucra el grupo (V,+), pero en su
demostracién se usé el producto por escalares. Probar esa propiedad 6) directamente de
las propiedades de (V, +).

3. Sea (V,+) un grupo (no se supone abeliano). Supongamos que K es un cuerpoy : K x
V' — V es una ley de composicién externa cumpliendo las dos propiedades distributivas,
pseudoasociativa y modular. Demostrar que la suma + en V' es conmutativa.

4. Probar que las operaciones dadas en (2.1) y (2.2) estdn bien definidas, es decir, no
dependen del representante elegido en las clases de equipolencia de vectores fijos del plano
o del espacio. Demostrar que el conjunto de vectores libres dotado de esas operaciones
es un espacio vectorial.

5. En R? consideramos la suma usual y el siguiente producto por escalares reales:
a(x1, e, x3) = (ax1,axs, 3axs).
iEs R3 un espacio vectorial real con estas operaciones?

6. Sean V7 y V5, dos espacios vectoriales sobre un mismo cuerpo K. Demostrar que el
producto cartesiano Vi x Vo = {(vi,v2) : v1 € Vi, va € Va} es un espacio vectorial
sobre K cuando se define la suma y el producto por elementos de K como:

(u1,u2) + (vi,v2) = (w1 +v1,u2 + v2),
a(vi,v2) = (avi,avy),

para todo (u1,uz), (vi,v2) € V1 x Vo y todo a € K. A esta estructura se la llama espacio
vectorial producto.

7. Probar que Rt = {z € R | # > 0} tiene estructura de espacio vectorial real con las
siguientes operaciones &, OR:

rDy = wy,

a®r = xazealog:c’

i Cudl es el neutro para la suma @7
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i Cudles de los siguientes subconjuntos de R? son subespacios vectoriales suyos?

a) U, :{(CL‘l,l‘Q,I'g) eR3 ’ I1+$2+2:L‘3:0}.
b) U = {(371,1’2,1‘3) S R3 ’ JJ% = xg}.
C) ng{(l'l,l‘g,xg)ER?"$1+$2:0:£€1*ZL‘3:0}.

Probar que {A € M, (K) | Traza(A) = 0} es un subespacio vectorial de M,,(K) (la
traza de una matriz cuadrada se definié en (1.1)).

En M3(C) considera el subconjunto U = {M € M3(C) | M = M}. j{Es U un subes-
pacio vectorial de M3(C) ;Y de (M3(C),+,-R)?

Demostrar que un subconjunto U no vacio de un espacio vectorial V' (K) es un subespacio
vectorial si y sélo si cumple

(2.24) au+veU, VaeK Vuvel.

Demostrar que U; + Uy = R?, donde U; y Uy son los subespacios dados por U; =
{(z,y) €R? : y =0}y Us = {(x,y) € R? : x =0}.

Sean U y U, los subespacios de R? del Ejercicio 12. Demostrar que R? = U; & Us.

En M3 (R) se consideran las siguientes matrices:

10 0 1 10 0 1
(o b)) (Vo) =0 3) me(50)

Probar que ninguna de ellas es combinacién lineal de las otras tres.

En el espacio vectorial V' = {f: R — R | f es continua}, probar que el vector f(t) =
cos(2t) no se puede escribir como combinacién lineal de los vectores fi(t) = cost,
fa(t) = sent.

En el espacio vectorial C3(C), probar que cualquier vector es combinacién lineal de los
siguientes tres vectores:

v = (i,1,0), vy =(—i,1,0), wvs=(0,0,1— 7).
Es lo anterior cierto si cambiamos C3(C) por C3(R)?

Comprobar que la Proposicién 2.4.1 es vilida cuando H es infinito, obteniéndose que si
H C V es un sistema de generadores de V, se cumplen:

a) Si H CV cumple H C H’, entonces H' es un sistema de generadores de V.
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b) Sive Hywve L(H\ {v}), entonces H \ {v} es un sistema de generadores de V.

Encontrar un sistema de generadores de las matrices simétricas S,,(K) y otro de las
antisimétricas A, (K).

En C2 se considera U = {(21, z2) € C? | 221 — 25 = 0}.

a) Probar que U es un subespacio vectorial de C2(C) y de C2(R).

b) Encontrar sistemas de generadores de U visto como un espacio vectorial complejo y
como espacio vectorial real.

Sean V, V' dos espacios vectoriales sobre el mismo cuerpo K. En V' x V' consideramos
la estructura de espacio vectorial producto.

a) Demostrar que si H C V, H' C V'’ son sistemas de generadores de V' y V'
respectivamente, entonces

{(z,0") | x € HYU{(0,2") | 2’ € H'}

es un sistema de generadores de V' x V",
b) Probar que si V' y V' son finitamente generados, entonces V' x V'’ también es
finitamente generado y dimg (V' x V') = dimg V' + dimg V.

En Ry[z], probar que los siguientes polinomios son linealmente independientes:

Pi(z)=14+z+2% Pyz)=1+z, Pyz)=1-z.

En S,,(R), probar que las siguientes matrices son linealmente independientes:

0 1 10 -1 0
10)’ 0o 1)’ 01/
Sea V un espacio vectorial sobre R. Supongamos que {z,y,z} C V es linealmente

independiente. Probar que {x,x + y,x + y — z} es también linealmente independiente,
y que el reciproco es cierto.

En el espacio vectorial F(R,R) cuyos vectores son las aplicaciones f: R — R (con la
suma y el producto por escalares usuales), se consideran las funciones f, g, h € F(R,R)
dadas por f(z) = 22 + 1, g(x) = 2z, h(z) = 3%, Vo € R. jEs {f,g,h} linealmente
independiente?

Sea H un subconjunto del espacio vectorial de polinomios R[z], de forma que S no
contiene al polinomio nulo y no hay en H dos polinomios con el mismo grado. Probar
que H es linealmente independiente.
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Demostrar que el conjunto {3, \/5} es linealmente independiente en R(Q) pero lineal-
mente dependiente en R(R).

Estudiar si el conjunto S = {(1,0,—1),(1,2,5),(—2,1,3)} es una base de R?,

En F(R,R), se consideran U = {f € F(R,R) | f(—z) = f(z), Yx € R} (funciones
pares) y W = {f € F(R,R) | f(—x) = —f(z), Yz € R} (funciones impares). Probar
que U, W son subespacios vectoriales de F(R,R) y que F(R,R)=U & W.

Encontrar cuatro subconjuntos finitos H; C R? con i = 1,2, 3,4, tales que H; sea sis-
tema de generadores pero no linealmente independiente, Ho sea sistema de generadores
y linealmente independiente, H3 no sea sistema de generadores pero si linealmente in-
dependiente y Hy no sea sistema de generadores ni linealmente independiente (esto nos
dice que no existe relacidn entre el concepto de sistema de generadores y el de conjunto
linealmente independiente mas alld del teorema de Steinitz).

Sea V(K) un espacio vectorial finitamente generado y H, H' C V dos subconjuntos
finitos tales que H' C H, H es sistema de generadores y H' es linealmente independiente.
Probar que existe una base B de V tal que H' C B C H.

Probar con detalle la Proposicién 2.3.1.

Probar que si {v1,...,v,} es base de un espacio vectorial V' (C), entonces
{v1, ..., Up,iv1, ... ivn}
es base de V(R). Relacionar las dimensiones de V(C) y V(R).

Sea V(K) un espacio vectorial y B = (v1,...,v,) una base ordenada de V. jQué
coordenadas tiene el vector nulo respecto de B? ;Y cada uno de los vectores v;?

Sea K un cuerpo conmutativo con caracteristica # 2. Calcular una base de S, (K) y
otra de A, (K). ; Qué dimensiones tienen estos espacios vectoriales? jEs M,,(K) suma
directa de S,,(K) y A, (K)?

Probar que M3 (K) no es suma directa de Sa(R) y W = {4 € M,,(R) | Traza(A) = 0},
pero si es suma.

Una matriz A € M, (K) se dice triangular superior si a;; = 0 siempre que i < j,
triangular inferior si a;; = 0 siempre que ¢ > j, y diagonal si a;; = 0 siempre que ¢ # j.

a) Probar que si 75, T;, D C M,,(K) denotan los subconjuntos respectivos de matrices
triangulares superiores, inferiores y diagonales, entonces 75, 7;, D son subespacios
vectoriales de M,,(K).
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b) Demostrar que M,,(K) = 7, + T; + D. ;Es esta suma directa?
Sea V' un espacio vectorial sobre Ky H = {x1,,..., 2y} un sistema de generadores

de V tal que al quitarle cualquiera de sus vectores, el subconjunto resultante ya no es
sistema de generadores de V. Probar que H es una base de V.

Usar la idea de la Nota 2.7.1 para demostrar que si V(R) es un espacio vectorial con
dimpV > 0, entonces V(Q) no es finitamente generado.

Sea V' un espacio vectorial sobre Ky U, W dos subespacios vectoriales de V. Supongamos
que {x1,...,2,} es una base de U y {z,...,z}} una base de W.

a) Probar que V.= U + W si y s6lo si {z1,...,Zm,x],..., 2.} es un sistema de
generadores de V.
b) Probar que V.=U @& W siy sélo si {x1,...,Zm,2,..., 2.} es una base de V.

Sea V(K) un espacio vectorial y {U;, Us, U} subespacios de V', U finitamente generado,
tales que Uy, Uy C U. Demostrar que son equivalentes:

(i) U=U;&U.
(iii) Para cada base de U;, i = 1,2, se tiene que B1 U By es una base de U.

iSe puede obtener toda base de U como en el punto (iii)?

Sea V un espacio vectorial sobre K y U, W dos subespacios vectoriales de V. Probar
que si dimy +dimg W > dimg V, entonces U N W contiene un vector no nulo. ;Es el
reciproco cierto?

Sea V(K) un espacio vectorial y Uy,...Ur < V subespacios vectoriales finitamente
generados de V(K). Entonces:

k k—1 m
dimg (Z UZ> + ZdimK [(Ul + ...+ Uj) N Uj+1] = ZdimK U;.
=1 =1 =1

Calcular dos subespacios suplementarios distintos en K*, del subespacio
4
U= {(r1,72,73,24) € K* | 71 — 24 = 29 — 23 = 0},
de manera que ambos contengan al vector (1,1,—1,—1).

Calcular un subespacio suplementario del subespacio U = {p(z) € Rs[z] | p(1) =

p'(—1) = 0} en R3[z] que contenga al polinomio ¢(z) = 22
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Calcular las coordenadas de los polinomios P(z) = 2 — 2z + 2%, Q(x) = 1 — 5x de Ca[z]
en la base ordenada B = (1 +z,1 — z, 22).

En V = {f: R — R | f escontinua} se considera el subespacio generado por las
funciones f(t) = 1, h(t) = cos(2t), Vt € R.

a) Demostrar que {f, h} forman base de U.
b) Probar que las funciones ((t) = cos? t,1)(t) = sen’t pertenecen a U.

¢) Calcular las coordenadas de ¢ y v respecto de la base ordenada (f,h).

Calcular dos bases de C?(C) de manera que una de las matrices de cambio de base sea

11— 2
144 1 )°

En el espacio vectorial A3(R), calcular dos bases que contengan a la matriz

1 -1
-1 0 1
1 -1 0

Calcular también las correspondientes matrices de cambio de base.

En el espacio vectorial V' = {p(z) € R[z] | grado(p(z)) < 3}, probar que U = {p[z] €
V| p/(1) = 0} es un subespacio vectorial de V. Encontrar una base ordenada de V/U
y en ella, calcular las coordenadas de (1 + z) 4+ U.

Sea V un espacio vectorial sobre K, B = (x1,...,x,) una base ordenada de V vy
x € V un vector de coordenadas (ay,...,a,) € K*. Dado m € {1,...,n}, encontrar
un subespacio vectorial U de V' y una base ordenada B’ de V/U tales que = + U tenga
coordenadas (a1, ..., a;,) respecto de B'.

Se considera en M3(K) el subespacio U formado por las matrices de traza nula.

(a) Calcular una base ordenada By, de M3(K) y las coordenadas de G i) en esa

base.

(b) Si By es la base usual de My (K) y 7: My(K) = M3(K)/U la proyeccién canédnica
m(A) = A+ U, calcular las coordenadas de cada uno de los elementos de 7(B,,) en la
base ordenada By; obtenida en el punto anterior.

(Examen de Algebra Lineal y Geometria, septiembre de 1996). Consideremos la matriz

A:<§ ;)



2.11. EJERCICIOS. 109

a) jPard qué valores de m € R existe B € M3(R) \ {0} tal que A- B =07

b) Probar que para cada valor m € R, el subconjunto U,,, = {C € M3(R) | A-C = 0}
es un subespacio vectorial de M (R). Para cada valor de m obtenido en el apartado
a), calcular una base y la dimensién de U,,.



110 CAPITULO 2. ESPACIOS VECTORIALES



Capitulo 3

Aplicaciones Lineales

Nuestro siguiente objetivo sera estudiar aplicaciones entre distintos espacios vectoriales
que respeten las operaciones propias de cada espacio. En adelante, siempre consideraremos
dos espacios vectoriales V(K), V/(K) sobre el mismo cuerpo conmutativo K.

3.1. Definicién y primeras propiedades

Definicién 3.1.1 Dados dos espacios vectoriales V (K), V’/(K), una aplicacién f: V — V'
se dice lineal' si cumple:

1. f: (V,+) — (V',+) es un homomorfismo de grupos, es decir f(u+v) = f(u)+ f(v),
Yu,v € V.

2. flav)=af(v), Vu eV, Va € K.

Podemos resumir las dos condiciones anteriores en una unica condicion.

Proposicién 3.1.1 Una aplicacion f: V — V' es lineal si y sdlo si
(3.1) flau+bv)=a f(u)+0bf(v), Vu,v €V, Va,bekK.
Demostracion. Supongamos que f es lineal. Entonces,

flau+bv) L flau) + Fbo) L aflu) +b f(v).

Reciprocamente, (1) se tiene timando a = b = 1 en (3.1), y (2) se tiene tomando b = 0
enn (3.1). O

!También llamada homomorfismo de espacios vectoriales.

111
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Definicién 3.1.2 Sea f: V — V' una aplicacion lineal. El nicleo de f es

ker(f) = {v € V' | f(v) = 0}.

A la dimensién n(f) de ker(f) la llamaremos nulidad de f. Y llamaremos rango de f a la
dimensién de Im(f). Trivialmente 0 < n(f) < dimg V' y 0 < rango(f) < dimg V".

Algunas propiedades simples de las aplicaciones lineales son las siguientes:

Proposicién 3.1.2 Sea f: V — V' una aplicacién lineal. Entonces,
1. f(0)=0.

f(=v)=—f(v), Vv eV.

FOTE aiw) = Yy ai f(u

i), Yui eV, Va; €K, Vie{l,... k}.
Si H C V, entonces® f(L(H)) = L(f(H)).

AR

Si U <V, entonces f(U) < V'. En particular, la imagen Im(f) = f(V) es un
subespacio vectorial de V.

6. Si U < V', entonces’ f~H(U’) < V. En particular, el nicleo ker(f) = f~1({0}) es
un subespacio vectorial de V.

7. f es inyectiva si y sdlo si ker(f) = {0}, si y sélo si la nulidad de f es 0.

8. [ es sobreyectiva si y sdlo si Im(f) = V', si y sélo si el rango de f es dimg V' (aqui
estamos suponiendo que dimg V' es finita).

9. Sea V"(K) un espacio vectorial y g: V! — V" una aplicacion lineal. Entonces, la
composicion go f: V. — V" es lineal.

10. Si f es biyectiva entonces su inversa f~1: V' — V también es lineal.

Demostracion. 1. f(0) = f(0+0) = f(0) + f(0), donde en la tultima igualdad se usa la
propiedad (i) de las aplicaciones lineales. Sumando — f(0) a ambos miembros obtenemos
lo pedido.

2. F(0) + f(—v) = f(v+ (—v)) = £(0) = 0.

3. Aplicar (3.1) e induccién sobre el niimero de sumandos.

4.Si H = {uy,...,un} es finito, el punto 3 anterior implica que la imagen de cualquier
elemento en L(H) es una combinacién lineal de f(H) = {f(u1),..., f(um)} y viceversa,

2Esto es un abuso de notacién; rigurosamante deberfa haberse escrito fu«(L(H)) = L(f«(H)).
30tro abuso de notacién; rigurosamante serfa f*(U’).
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lo que prueba f(L(H)) = L(f(H)) por doble inclusién. Si H es infinito, el problema se
reduce al caso finito porque en las combinaciones lineales de H y L(H) sélo intervienen
una cantidad finita de sumandos.

5. Aplicando el apartado anterior, f(U) = f(L(U)) = L(f(U)), que es un subespacio
vectorial de V.

6. Dados u,w € f~Y(U"), 3u',w' € U’ tales que f(u) = v/, f(w) = w'. Sean a,b € K.
Por la linealidad de f y por ser U' < V', f(au + bw) = af(u) + bf(w) = av’ + bw' € U'.
Por tanto, au + bw € f~1(U").

7. Supongamos que f es inyectiva y sea v € ker(f). Entonces, f(v) = 0 = f(0)
luego v = 0 por inyectividad.

Sean z,y € V tals que f(z) = f(y). Entonces, v := x — y estd en el nicleo de f
ya que f(v) = f(z) — f(y) = 0. Como ker(f) = {0}, tenemos v = 0 luego = = y.

8. Trivial.

9. Dados v,w € V y a,b €K, (go f)(av + bw) = g(f(av + bw)) = g(af(v) + bf(w)) =
ag(f(v)) +bg(f(w)) = a(go f)(v) + b(g o f)(w).

10. Sean v',w’ € V' y a,b € K. Para comprobar que f~!(av’ + bw') = af~1(v') +
bf~'(w'), basta demostrar que las imagenes por f de ambos miembros coinciden (por
inyectividad de f). f(af~t(v") + bf ~L(w')) = af(f~1(")) + bf(f~L(w')) = av' + b’ =
F(F av! + bu)). 0

Veamos algunos ejemplos sencillos que nos apareceran mas veces.
1. La aplicacién identidad 1y : V' — V, 1y (v) := v Vv € V, es claramente lineal en cual-

quier espacio vectorial V' (K), siempre que en el dominio y el codominio consideremos
la misma estructura de espacio vectorial.

2. La aplicacién nula fo: V. — V', fo(v) := 0 Yo € V, (que también denotaremos
simplemente 0) es claramente lineal para todo par de espacios vectoriales.

3. La homotecia de razén A € K\ {0, 1}, definida por Hy: V — V', Hy(v) = Av,Yv € V,

es claramente lineal (aqui se usa la conmutatividad de K).

4. Si U < V, las aplicaciénes inclusién i: U — V, i(u) = u Yu € U, y proyeccién
canénica 7: V — V/U, w(v) = v+ U, son lineales.

5. Si f: V. — V' es una aplicacién lineal y U < V, entonces la restriccién fly: U — V
es lineal.

6. La i-ésima proyeccion m;: K" — K, m;((z1,...,20)) = z; V(z1,...,2,) € K", es
lineal.

7. Ser lineal depende del cuerpo base: #: C — R, R(z) = asi z = a+bi € C con
a,b € R, es R-lineal pero no C-lineal.
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8. Sea A € M, xn(K). Considerando los elementos de K™ y K™ como matrices columna,
la aplicacién fq: K" — K™ dada por fa(z) = Az, es lineal. Como veremos més
adelante, toda aplicacién lineal de K™ en K" se puede escribir de este modo.

9. Fijemos n vectores vy, ...,v, € V(K). La aplicacién f: K" — V dada por
flx, ..., @p) = > 1 xiv;, es lineal.

3.2. Isomorfismos, monomorfismos y epimorfismos

Definicién 3.2.1 Sean V(K), V'(K) espacios vectoriales. Una aplicacién f: V — V' se
dice monomorfismo (resp. epimorfismo, isomorfismo) de espacios vectoriales si es lineal e
inyectiva (resp. sobreyectiva, biyectiva). f se dice endomorfismosi V.=V’ y automorfismo
si es isomorfismo y endomorfismo a la vez.

Como la composicion de aplicaciones lineales es lineal y lo mismo ocurre con la compo-
sicién de aplicaciones inyectivas (resp. sobreyectivas, biyectivas), deducimos directamente
que la composicién de monomorfismos (resp. epimorfismos, isomorfismos, endomorfismos,
automorfismos) es un monomorfismo (resp. epimorfismo, isomorfismo, endomorfismo, au-
tomorfismo).

Definicién 3.2.2 Sean V(K), V/(K) dos espacios vectoriales sobre el mismo cuerpo. Di-
remos que V(K) es isomorfo a V/(K) si 3f: V — V' isomorfismo de espacios vectoriales.

Lema 3.2.1 Sea K un cuerpo conmutativo, y Vi el conjunto cuyos elementos son los
espacios vectoriales sobre K. Entonces, la relacion “ser isomorfo a” es de equivalencia en

Vk.

Demostracion. La propiedad reflexiva se expresa diciendo que todo espacio vectorial es
isomorfo a si mismo, lo que se deduce de que la identidad 1y : V — V es un isomorfismo.
La propiedad simétrica se deduce de que si V(K) es isomorfo a V/(K) entonces 3f: V —
V' isomorfismo. f~1: V' — V es un isomorfismo, luego V’(K) es isomorfo a V (K).
Finalmente, la transitiva de deduce de ue la composiciéon de isomorfismos es un iso-
morfismo. O

Como iremos viendo, los isomorfismos conservan todas las propiedades de los espacios
vectoriales, asi{ que dos espacios vectoriales isomorfos V(K), V/(K) se pueden identificar
(escribiremos esto V' = V'), y es conveniente tener criterios para saber cuéndo dos espacios
vectoriales son isomorfos.
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3.2.1. Teoremas de isomorfia

Recordemos que toda aplicacion f: X — Y entre dos conjuntos admite una descom-
posicién canénica f =1iobom (Teorema 0.1.1), donde

» 7: X — X/ esla proyeccién canénica (sobreyectiva) al conjunto cociente de X por
la relacién de equivalencia z ~ ' si y sélo si f(z) = f(2') (aqui z,2’ € X),

v b: X/ — Im(f) es la biyeccién dada por b([z]) = f(x), para todo =z € X.
» i: Im(f) = Y es la inclusién (inyectiva).

Recordemos también (Seccién 2.3) que si U < V(K) entonces la relacién binaria v ~" w
si y sélo si v — w es de equivalencia en V' y el cociente V/U = V/. tiene estructura de
espacio vectorial.

Veamos como se unen estos dos hechos cuando la aplicacién es lineal.

Teorema 3.2.1 (Primer teorema de isomorfia) Sea f: V — V' una aplicacion lineal
entre dos espacios vectoriales sobre K, y sea ~ la relacion de equivalencia en V dada por
v~ w siy solo si f(v) = f(w). Entonces,

(3.2) Yo,weV, v~wev—we ker(f), esto es, [v] = v+ ker(f), Yve V.
Ademds, f =iobom donde:

1. m: V. — V/ker(f) es un epimorfismo de espacios vectoriales.

2. b: V/ker(f) = Im(f) es un isomorfismo de espacios vectoriales.

3. i: Im(f) = V' es un monomorfismo de espacios vectoriales.

En particular, V/ker(f) = Im(f).

Demostracion. Empezamos demostrando (3.2):
v~w e f(v) = fw) e flv—w)=0<v e ker(f),

donde en la segunda equivalencia se usa la linealidad de f.

La descomposicién f =iobo 7 estaba demostrada para toda aplicacion f, lineal o no.
La linealidad de f asegura que también lo son tanto la inclusién ¢ como la proyeccién w
(ejemplo 4 de la Seccién 3.1). Veamos que b es lineal:

bl(a(v+ker(f)) + c(w +ker(f)] = bl(av+ cw) + ker(f)] = f(av + cw)
af(v) + cf(w) = ablv+ ker(f)] + eblw + ker(f)],

Vo + ker(f),w + ker(f) € V/ker(f), Va,c € |K, donde se ha usado la definicién de las
operaciones en V/U, la definicién de b, la linealidad de f y de nuevo la definicién de b. O
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Teorema 3.2.2 (Segundo teorema de isomorfia) Sea V(K) un espacio vectorial so-
bre K, y U W < V. Entonces, U/(UNW) = (U+W)/W.

Demostracion. Consideremos la aplicacion inclusién i: U — U+ W y la proyeccion candni-
cam: U+ W — (U+ W)/W (notemos que W < U + W). Entonces, la composicién
fi=moi: U — (U+ W)/W es lineal. Aplicando a f el Primer Teorema de Isomorfia,
tenemos V/ ker(f) = Im(f). Pero

ker(f) = {velU]|(moi)(u)=0+W}={ueU]|n(u)=0+W}
— [weU|utW=0+Wl={uelU|ueW}=UnW,
Im(f) = {(mod)(u) |ueU}={r(u) |lueU}t={u+W |ueU}
= {(utw)+W|uelU weW={(u+w)+W |u+weU+W}
= (U+W)/W.
O

Teorema 3.2.3 (Tercer teorema de isomorfia, o teorema del doble cociente) Sea
V(K) un espacio vectorial sobre K, y U < W < V. Entonces, (V/U)/(W/U) = V/W.

Demostracion. Consideremos la aplicacién f: V/U — V/W dada por f(v+U) =v+ W.
Primero veamos que f estd bien definida: sean v,v’ € V tales que v+U = v'+U. Debemos
comprobar que v + W =o'+ W. Como v + U = v/ + U, por definicién v — v’ € U. Como
UcC W, se tiene v —v € W luego v+ W =+ W y f estd bien definida.

A continuacién veamos que f es lineal: Dados v + U,v' +U € V/U y a,b € K,
flaw+U)+ b0 +U)] = fllav+ b))+ U) = (av+ ')+ W =a(v+ W)+ b + W) =
af(v+U)+bf(v'+U), luego f es lineal.

Aplicando a f el Primer Teorema de Isomorfia, tenemos (V/U)/ ker(f) = Im(f). Pero

ker(f) = {v+UeV/U| flv+U)=04+W}={v+UecV/U|v+W=0+W}
(v+UEeV/U |veW}=W/U,
Im(f) = {fw+U)|v+UeV/U}={v+W |veV}=V/W
a

El préximo resultado muestra que en la clase de equivalencia de cada espacio vectorial
finitamente generado existe un espacio vectorial del tipo K" (K).

Proposicién 3.2.1 Sea V(K) un espacio vectorial de dimensionn € Ny B = (v1,...,vp)
una base ordenada de V. Entonces, la aplicacion

n
bp: K" =V, bp(x1,...,2Tn) ::wai, V(x1,...,2) € K"
i=1

es un isomorfismo de espacios vectoriales. En particular, V =2 K", y dos espacios V,V' €
Vi de dimensidn finita son isomorfos si y sélo si dimg V = dimg V.
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Demostracion. Es inmediato comprobar que bp es la aplicacién inversa de la biyeccién
fp definida en (2.12). Ademds, fp es lineal por (2.13). Aplicando el apartado 10 de la
Proposicion 3.1.2, bp es lineal y por tanto un isomorfismo. O

Nota 3.2.1 Lo anterior nos dice que cada clase de isomorfia de Vg para dimension finita
tiene un representante privilegiado, K". Esto no ocurre en dimensién infinita, donde hay
espacios no isomorfos.

3.3. Construccion de aplicaciones lineales extendiendo por
linealidad

Veremos a continuaciéon que toda aplicacién lineal queda determinada al prescribr
las imagenes de los vectores de una base del dominio, y construiremos explicitamente la
aplicacién.

Teorema 3.3.1 Sea V(K),V'(K) espacios vectoriales y B = {v1,...,v,} una base de
V. Dados vy,...,v}, € V', 3lf: V. — V' aplicacion lineal tal que f(v;) = v} para todo
ie{l,...,n}. Ademds,

1. f es monomorfismo si y sélo si {v],..., v} es linealmente independiente.
2. [ es epimorfismo si y sélo si {vy,...,v},} es un sistema de generadores de V.
3. f es isomorfismo si y sdlo si {v},..., v} es base de V.

Demostracion. Empecemos notando que si f existe entonces es Unica: como cada v € V
se escribe v = > | a;v; para ciertos escalares a; € K (tinicos porque B es base de V), se

tiene . . .
flw) =7 (Z Gﬂh’) = aif(vi) =) aivi,
i=1 i=1 i=1

lo que determina f. Para la existencia usaremos la férmula anterior:
n
flv) = Zaivg, Yv e V.
i=1

Es claro que f(v;) = v} para cada i. Para comprobar que f es lineal, tomamos un segundo
vector genérico w = Y, bjv; y dos escalares cualesquiera a,b € K. Entonces,

n

av + bw = ai a;v; + bi biv; = Z(aai + bb; ) vy,
i=1 i=1 i=1
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luego,

n n

flav + bw) = Z(aai + bb;)w;, = aZaiwg + beiwg =af(v) + bf(w),
i=1 i=1

=1 =

la primera y tercera igualdades por la definicién de f, con lo que f es lineal.
Veamos ahora los apartados del teorema. Para el apartado 1, notemos que

ker(f)={veV | f(v)=0} = {Zam eV aw= 0}.
i=1 i=1

Si {v{,...,v},} es linealmente independiente, la tnica forma de que Y ;' | a;v; se anule
es con todos los a; = 0, luego ker(f) = {0}. Reciprocamente, supongamos que ker(f) =
{0} y veamos que {v},...,v},} es linealmente independiente: si Y " ; a;v; = 0 entonces
Yoy av; € ker(f) = {0}. Por tanto, Y ;" | a;v; = 0. Como B es linealmente independiente,
concluimos que a; = ... =a, = 0.

El apartado 2 se deduce directamente de

(3.3) Im(f) = f(V) = f(L(B)) = L(f(B)) = L({},..., v, })-
El apartado 3 es consecuencia directa de 1 y 2. O
Nota 3.3.1 1. La ecuacién (3.3) implica que para v{,...,v] € V' generales, se tiene

Im(f) = L({v},...,v),}).

2. Al procedimiento constructivo de f en el Teorema 3.3.1 se le llama extension por
linealidad de los valores de f sobre la base B.

3. Del teorema se deduce que dos aplicaciones lineales f,g: V — V' son iguales si
coinciden en alguna base de V. Ademsds, el teorema permite construir todas las
aplicaciones lineales de V en V.

Corolario 3.3.1 Sea f: V — V' una aplicacion lineal, siendo VK) de dimensidn finita.
Entonces, cada una de las tres afirmaciones a,b,c en las ternas siguientes son equivalentes
(A,B,C no son equivalentes):

(A.a) f es un monomorfismo de espacios vectoriales.

(A.b) f lleva subconjuntos linealmente independientes de V' en linealmente independientes
de V'.

(A.c) Existe una base B de V tal que f(B) es linealmente independiente en V.
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(B.a) f es un epimorfismo de espacios vectoriales.
(B.b) f lleva sistemas de generadores de V' en sistemas de generadores de V.

(B.c) Eziste un sistema de generadores H C V', tal que f(H) es sistema de generadores
de V'.

(C.a) f es un isomorfismo de espacios vectoriales.

(C.b) f lleva bases de V' en bases de V.

(C.c) Eziste una base B de V' tal que f(B) es base de V.

Demostracion. En cada una d elas dos primeras ternas demostraremos ciclicamente a) =
b) = ¢) = a). La tercera terna se deduce directamente de las dos primeras.

A.a)=b)| Sea {w;,...,w),} C V un subconjunto linealmente independiente y w] =

~

(w;) Vi =1,...,m. Tomemos una combinacién lineal del tipo
0=ajw) + -+ apw, = a1 f(wi) + -+ anf(wm) = flarws + -+ + apwpy,).

Como f(0) =0y f es inyectiva, tenemos ajw; + - - - + apwy,, = 0. Como H es linealmente
independiente, todos a; son cero, luego f(H) es linealmente independiente.

A. b) = c)| Tomar una base B de V (que existe por el Teeorema 2.6.2) y aplicarle el

A . ¢)= a)

B.a)=1b)
tado 2 del Teorema 3.3.1: Sea H C V un sistema de generadores de V. Entonces, V' =
Im(f) = f(V) = f(L(H)) = L(f(H)), luego f(H) es sistema de generadores de V".

B. b) = c¢)|. Trivial.

. Es el apartado 1 del Teorema 3.3.1.

&
3
®
=
-+
3
(oW
)
&

. El argumento que sigue es una adaptacién del de la demostracién del apar-

B. ¢) = a)| Supongamos que H C V es un sistema de generadores de V' y que f(H)

es sistema de generadores de V'. Entonces, V' = L(f(H)) = f(L(H)) = f(V) luego f es
sobreyectiva. O

Corolario 3.3.2 Sea f: V — V' una aplicacion lineal siendo V(K) de dimension finita.
1. Si f es inyectiva, entonces dimg V < dimg V.
2. Si Si f es sobreyectiva, entonces dimg V' > dimg V.

3. Si f es biyectiva, entonces dimg V = dimg V".
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Demostracion. Tomemos una base B de V.

Veamos el apartado 1. Si f es inyectiva, por el apartado (A.b) del Corolario 3.3.1 tenemos
que f(B) es linealmente independiente en V’. Si dimg V' = oo no hay nada que probar,
puesto que dimg V' < oo = dimg V’. Supongamos que dimg V' es finita. Entonces,

dimg V' = cardinal(B) = cardinal(f(B)) < dimg V”,

donde en la segunda igualdad se ha usado que f es inyectiva y la iltima desigualdad es
por el Corolario 2.6.1 aplicado a V' con H = f(B).

Para el apartado 2, si f es sobreyectiva, por el apartado (B.b) del Corolario 3.3.1 tenemos
que f(B) es un sistema de generadores de V’; en particular V/(K) es finitamente generado.
Por el Corolario 2.6.1 aplicado a V' con H' = f(B), tenemos

dimg V' < cardinal(f(B)) < cardinal(B) = dimg V.
El apartado 3 es consecuencia directa de los dos primeros apartados. O
Veamos una especie de reciproco del Corolario 3.3.2.

Corolario 3.3.3 Sean V(K), V'(K) espacios vectoriales de dimensiones n,m € N, respec-
tivamente. Entonces:

1. Eziste un monomorfismo de V en V' si y sdlo si n < m.
2. Ewmiste un epimorfismo de V en V' si y sélo si n > m.
3. Euxiste un isomorfismo de V. a V' si y sdlo si n = m.

Demostracion. Las implicaciones hacia la derecha de Is tres apartados son los correspon-
dientes apartados del Corolario 3.3.2. Veamos las implicaciones hacia la izquierda de los
dos primeros apartados (la del tercero es consecuencia de los dos primeros).

Tomemos bases B = {v1,...,v,} vy B = {v],...,v],} de V(K) y V'(K), respectiva-
mente.

Para el apartado 1, si n < m podemos aplicar el Teorema 3.3.1 para concluir que
existe f: V — V' lineal tal que f(v;) = v} Vi =1,...n. Como {v],...,v,,} es linealmente
independiente (por ser subcojunto de B'), el apartado 2 del Teorema 3.3.1 asegura que f
es un monomorfismo.

Para el apartado 2, supongamos n > m. Aplicamos el Teorema 3.3.1 para concluir que
existe f: V — V/ lineal tal que

flv)=vl Vi=1,...m,
floi))=0 Vi=m+1,...n,

Como Im(f) = L(f(B)) = L(B'U{0}) = L(B') = V', concluimos que f es un epimorfismo.
O

El apartado 3 del Corolario 3.3.3 nos dice que
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Corolario 3.3.4 1. Dos espacios vectoriales de dimensiones finitas son isomorfos si y
solo si tienen la misma dimension.

2. Si f: V = V' es un isomorfismo de espacios vectorales y U < V tiene dimension
finita, entonces dimg U = dimg f(U).

Nota 3.3.2 1. El apartado 1 del Corolario 3.3.4 reduce el estudio (salvo isomorfismos)
de los espacios vectoriales finitamente generados al caso de K"(K). Sin embargo,
en general los isomorfismos existentes entre dos espacios vectoriales de la misma
dimension dependeran de las bases elegidas en ambos para construirlo via el Teore-
ma 3.3.1. Esto se expresa diciendo que el isomorfismo en cuestién es no natural. No
obstante, veremos que en algunos casos muy especiales? se pueden establecer isomor-
fismos entre dos espacios vectoriales independientes de bases, llamados isomorfismos
naturales.

2. Otra consecuencia del Teorema 3.3.1 es que para construir un isomorfismo entre
dos espacios vectoriales V, V' basta elegir bases B de V y B’ de V' y llevarse los
vectores de B en los de B’ tras haberlos ordenado, y que hay tantos isomorfismos
de V en V' como formas tengamos de hacer esta construccién, es decir, como pares
de bases ordenadas en V,V’. Como hay infinitas bases ordenadas en V, V' (estamos
suponiendo dimg V' = dimg V' € N), tendremos infinitos isomorfismos distintos de
VenV'.

Ahora podemos extraer consecuencias de los Teoremas de isomorfia en términos de
dimensiones.

Teorema 3.3.2 (Férmula de la nulidad y el rango) Sea f: V — V' una aplicacion
lineal, siendo dimg V' finita. Entonces,

dimg V' = dimg (ker(f)) + dimg (Im(f)).

Demostracion. Por el Primer Teorema de Isomorfia, V/ker(f) = Im(f). Tomando dimen-
siones, dimg V' — dimg ker(f) = dimg (V/ ker(f)) = dimg Im(f).

Veamos una forma directa de probar la férmula de la nulidad y el rango, sin pasar por el
primer Teorema de Isomorffa: Tomemos una base del niicleo de f, Byer(f) = {V1,- -, Un(p)}
(aqui n(f) es lanulidad de f) y la ampliamos a una base B = {v1, ..., Un(f), Un(f)+15- - - » Un}
de V(K) (Teorema 2.6.4). Como f(B) es un sistema de generadores de Im( f) y los vectores
v; con i < n(f) se aplican por f en 0, tenemos que el conjunto {f(vy(f)11),---, f(vn)} es
un sistema de generadores de Im( f). Como este conjunto tiene n—n(f) vectores, la férmula
de la nulidad y el rango se tendrd una vez que probemos que basta con comprobar que

4Teorema 4.3.1.
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{f(n(p)+1)s-- -5 f(vn)} es linealmente independiente. Tomemos una combinacién lineal
suya igualada a 0:

0 = ap(pyr1f (Wn(p)41) + -+ anf(vn) = f(an(p)+10np)41 + - + anvn).

Entonces, ay,(f)41Vn(f)+1 T+ antn € ker(f), luego este vector se puede escribir como
combinacién lineal de los elementos de Bye,(y): Jb1, ..., by(y) € K tales que

An(f)+10n(f)+1 T+ apn = b1v1 + - + by Un(p).-

Pasando los términos del segundo miembro al primero, se tiene una combinacién lineal de
la base B igual a 0. Por tanto, todos los coeficientes de la combinacion deben ser cero; en
particular, a,p)41 =+ =a, =0. O

Los otros dos teoremas de isomorfia dan consecuencias ya conocidas sobre dimensiones:
el Segundo Teorema de Isomorfia (U/(U N W) = (U + W)/W siempre que U, W < V)
redemuestra la férmula de Grassmann (Teorema 2.8.1), y el Tercer Teorema de Isomorfia
( (V/U)/(W/U) = V/W siempre que U < W < V) da dimg(V/U) — dimg(W/U) =
dimg (V/W), que tampoco es nada nuevo ya que ambos miembros de la igualdad son
iguales a dimg V' — dimg W.

La férmula de la nulidad y el rango tiene una importante consecuencia:

Corolario 3.3.5 Sea f: V — V' una aplicacion lineal entre espacios vectoriales finita-
mente generados de la misma dimension. Entonces, son equivalentes:

1. f es biyectiva.
2. f es inyectiva (es decir, ker(f) ={0})
3. [ es sobreyectiva (es decir, rango(f) = dimg V' = dimg V).
En consecuencia, supongamos que g: V' — V es una aplicacidn lineal.

(A) Sigo f:V =V es un isomorfimo, entonces g y f son isomorfismos.
(B) Sigo f =1y entonces g = f~1.

Demostracion. Llamemos n = dimg V = dimg V' < oo. Si n = 0, tanto V como V' son
{0} y no hay nada que probar f se reduce a f(0) = 0. A partir de ahora supondremos
n € N. Sean n(f) la nulidad de f y r(f) su rango. De la igualdad n = n(f)+7r(f) se deduce
que f es inyectiva (esto es, n(f) = 0), si y s6lo si 7(f) = n (esto es, f es sobreyectiva).
Esto prueba que los apartados 1 y 2 son equivalentes, y por tanto también lo son con el
apartado 3.

Para el apartado (A), si g o f es un isomorfismo entonces g o f es biyectiva. Por los
apartados primero y segundo del Lema 0.1.1, f es inyectiva y g es sobreyectiva y por la
equivalencia 1 < 2 < 3 ya demostrada, (A) estd probado (también podemos usar los
apartados b) y ¢) del Ejercicio 15). El apartado (B) es trivial aplicando (A). O
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3.4. DMatrices de una aplicacion lineal

Otra consecuencia directa del Teorema 3.3.1 es que si f: V — V' es un isomorfismo y
B = (v1,...,v,) es una base ordenada de V', entonces las coordenadas de cualquier v € V
respecto de B coinciden con las coordenadas de f(B) respecto de f(B), es decir,

vB = f(v)f(B) Vv e V.

Veamos como podemos generalizar esto.

Sea f: V"™ — V™ una aplicacion lineal entre dos espacios vectoriales de dimensiones
respectivas n, k € N. Supongamos que B = (vy,...,v,), B = (v{,...,v),) son dos bases
ordenadas en V, V',

Dado v € V, jqué relacién hay entre las coordenadas vg € K"y f(v)g € K™?

Primero notemos que los vectores f(v1),..., f(v,) determinan univocamente f, por el
Teorema 3.3.1. Esto nos dice que si escribimos

(3.4) f(v) = Zaij vi, Vi=1,...,n,
=1

entonces los m - n escalares a;; € K determinan univocamente f.

Definicién 3.4.1 Sea f: V — V' unaaplicacién lineal y B = (v1,...,v,), B' = (v},...,v),)
bases ordenadas de V'y V'. La matriz de f en B y B es
(3.5)

M(f,B,B") = (aij)i; = | |fW)sm| |fw2)pm| - [ Flun)im)| | € Mpxn(K).

Nota 3.4.1 1. A veces,a M(f, B, B’) se la denota por M(f, B’ + B), aunque nosotros
no usaremos esta notacion.

2. Ahora tiene sentido la primera igualdad de la Definicién 2.7.2: la matriz de cambio
de base M(1y, B, B’) es la matriz de la aplicacién identidad 1y respecto de B, B’
(alli B’ también era una base ordenada de V).

Lo anterior nos dice que si v € V tiene coordenadas vg = (ay,...,a,) € K" respecto
a By f(v) € V' tiene coordenadas f(v)p = (a},...,a,,) € K™ respecto a B’, entonces

m

n n m n

(34 ’
> ajv; E a; f(v;j) > ajy agvi=y | > aya; |,
j=1 j=1 1=1

i=1 \j=1
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luego
n
(3.6) a;, = Zaijaj, Vi=1,...,m.
j=1

A se les llama las ecuaciones analiticas de f respecto de B y B’'. Si expresamos (3.6)
matricialmente, obtenemos

Proposicién 3.4.1 (Ecuaciones analiticas de f en By B’) Sea f: V — V' una apli-

cacion lineal y B = (v1,...,v,), B = (v},...,v],) bases ordenadas de V y V'. Entonces,

(37) f(U)B/ = M(f, B, B/) - VB Yo e V.

Nota 3.4.2 Las ecuaciones de cambio de base (2.15) no son més que un caso particular
de (3.7), ver el punto 2 de la Nota 3.4.1.

Ejemplo 3.4.1 Recordemos que dada una matriz A € M, «,(K), tenfamos la aplicacién
lineal fa: K* — K™, fa(x) = Az (ejemplo 8 de la Seccién 3.1). Aplicando lo anterior, se
tiene

(3.8) M(fa, By, By") = A,
donde B}, BI"" son las bases ordenadas usuales de K", K™ respectivamente.

Definicién 3.4.2 Dados dos espacios vectoriales V, V' sobre el mismo cuerpo, denotare-
mos por

Homg (V,V') = {f: V — V' | f es lineal}.
Proposicién 3.4.2 Homg(V, V') tiene estructura de espacio vectorial con las operaciones

+:  Homg(V,V') x Homg(V, V') — Homg(V,V’)

(f.9) = ftg V=V
K x Homg (V, V') — Homg(V,V’)
(a,9) = af: VoV

donde (f + g)(z) = f(z) + f'(z) y (a f)(z) =a f(z), Vz €V, a €K
Ademds, si dimg V = n, dimg V' = m y B, B’ son bases ordenadas de V,V' respecti-
vamente, la aplicacion

FB,B/: HOHIK(‘/,V/) — Man(K)
/ — M(f,B,B')

es un isomorfismo de espacios vectoriales. En particular, dimg Homg (V, V') = m - n.
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Demostracion. Las propiedades de espacio vectorial en Homg (V, V') son un célculo directo
y se dejan como ejercicio. Que Fg g/ es biyectiva se deduce directamente de la existencia y
unicidad de aplicaciones lineales a partir del Teorema 3.3.1. Por ultimo, veamos que Fg g/
es lineal: dados a,b € Ky f,g: V — V' aplicaciones lineales,

Y o Fp g (f) 10 F.p:(g).

donde (%) se deduce directamente de la definicién de matriz de una aplicacién lineal. O

FB,B/(af+bg) :M(af—i_bngvB)_aM(va B)+bM(g7B B)

El siguiente resultado muestra una importante compatibilidad entre el producto de
matrices y la composiciéon de aplicaciones lineales.

Proposicién 3.4.3 Sean V(K), V'(K), V"(K) espacios vectoriales con dimensiones n,m,k €
N y B, B', B” bases ordenadas en cada uno.

1L SiVLEV SV son aplicaciones lineales, entonces

(3.9) M(go f,B,B") =M(g,B',B")- M(f,B,B').

2. f es un isomorfismo si y solo si M(f, B, B') es reqular. En este caso,

M(f~',B',B)=M(f,B,B")™"

Demostracion. La demostracion del apartado 1 es andloga a la del Lema 2.7.2; pongamos

B = (vi,...,v), B" = (vy,...,vp,), B” = (v{,...,v,). Usando las ecuaciones analiticas
de fy g,
m
(3.10) f(vj) = Zaijvg, Vj = 1,...,n
i=1
p
(3.11) g = D bvy, Vi=1

donde M(f, B, B,) = (a@j)i,j € men(K) y M(g, B/, B”) = (b@j)@j S Mpxm(K). Asi que
Vi=1,...,n

(goNw) = g(f(vy)) (‘”’é“)g(Zaijv;):Zawg(v;)
(3.11) Zaiij vy = Z(Zb’“a”) vy

1 k=1 k=1

= (M(Q,B/,B”)'M(f,B,B,))kj’Ug,
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de donde se deduce (3.9)

Para el apartado 2, si f es un isomorfismo, aplicamos el apartado 1 a fo f~! = 1y
para obtener M (f~!,B',B’) - M(f,B,B') = M(ly,B,B) = I,y lo mismo con f~!o f.
Por tanto, M (f, B, B') € Gl(n,K) y su inversa es M(f~1, B, B).

Reciprocamente, si M(f, B, B') € Gl(n,K) entonces existe su inversa A € Gl(n, K).
Por la Proposicién 3.4.2,

FB’,B: HOHIK(V/,V) — Mn(K)
g — M(g,B', B)

es un isomorfismo de espacios vectoriales. Como A € M, (K), existe una unica aplicacién
lineal g: V' — V tal que Fpr g(9) = M(g, B', B) = A. Por tanto,

(3.9)

M(gof7BaB) M(gaB/7B)'M(f7B7B/):A'M(vaaB,>:In:M(1V7B7B)7

luego g o f = 1y. Analogamente se prueba que f o g = 1y, asi que f es un isomorfismo y
g = f~! (también podriamos haber usado el apartado (B) del Corolario 3.3.5). O

En el caso V =V’ Homg (V, V) consiste en los endomorfismos de V en s{ mismo. Este
caso tendrd mucha importancia en lo que sigue.

Definicién 3.4.3 Dados un espacio vectorial V(K), denotaremos por
EndgV ={f: V — V| f es lineal}.
al conjunto de los endomorfismos de V', y

AutgV = {f € EndgV | f es biyectiva}.

Proposicion 3.4.4 EndgV tiene estructura de espacio vectorial con la suma y producto
por escalares inducidos del caso general Homg (V' V'), y de anillo unitario con la compo-
sicion. Ademds, si dimg V =n y B es una base ordenada de V', se tienen:

(A) La aplicacion
Fg: EndgV — ./\/ln(K)
[ = M(f,B)=M(f,B,B)

es un isomorfismo de espacios vectoriales y de anillos. Asi, dimg Homy (V, V') = n2.

(B) Dado f € EndgV, f es biyectiva (es decir, f € AutgV') si y solo si M(f,B) €
Gl(n,K). En este caso, M(f,B)~' = M(f~1, B).
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Demostracion. La estructura de espacio vectorial de Endg V', que Fp sea un isomorfismo de
espacios vectoriales y la dimensién de Endg V' son casos particulares del caso Homg (V/, V).
Que EndgV es un anillo es consecuencia de que la composicion de endomorfismos es
un enfomorfismo, y de las propiedades asociativa de la composicion y distributiva de la
composicién respecto a la suma de endomorfismos. Que Fg es un homomorfismo de anillos
es consecuencia directa de (3.9), y Fp es biyectiva porque es isomorfismo de espacios
vectoriales. El apartado (B) es consecuencia del apartado 2 de la Proposicién 3.4.3 tomando
B="R. O

3.5. Matrices equivalentes, rango

En esta seccién responderemos las siguientes dos preguntas:

., Qué tienen en comun todas las matrices de una misma aplicacion lineal si
cambiamos las bases ordenadas en dominio y codominio?

;,Cuando una matriz y una aplicacion lineal prefijadas son una la matriz de la
otra en un par de bases del dominio y codominio?

Corolario 3.5.1 Sea f: V — V" una aplicacion lineal, B,E dos bases ordenadas de V y
B’ B’ dos bases ordenadas de V'. Entonces,

M(f,B,B'Y= M(1y,,B',B')- M(f,B,B') - M(1y, B, B).

Demostracion. Basta aplicar el apartado 1 de la Proposicion 3.4.3 a f =1y o0 foly. O

Las matrices M(1y, B, B), M(1y+, B, B') que aparecen en el Corolario 3.5.1 son matri-
ces de cambio de base entre bases ordenadas de V, V' respectivamente. En particular, son
matrices regulares (Lemma 2.7.1). Es conveniente disponer del reciproco de esta propiedad.

Lema 3.5.1 Sea V(K) un espacio vectorial con dimgV = n € N y B una base or-
denada de V. Dada A € Gl(n,K), eziste una unica base ordenada B de V tal que
A=M(ly,B,B).

Demostracion. Llamemos A = (ai;)i; v B = (v1,...,vn).

Como A € Gl(n,K), existe un tnico f € AutgV tal que M(f, B) = A (por
la Proposicién 3.4.4). Como f es automorfismo, f(B) es una base ordenada de V' (por el
Corolario 3.3.1). Ahora consideremos la matriz de cambio de base M(1y, f(B), B). Por
definicién de matriz de una aplicacién lineal, se tiene M(1y, f(B),B) = M(f,B) y por
tanto, podemos tomar B := f(B).

Supongamos que B’ es una base ordenada de V tal que A = M(1y,B',B) y
veamos que B’ = B: Por hip6tesis, M (1y, B’, B) = A = M(1ly, B, B). Como las columnas
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de ambas matrices coinciden, las coordenadas de los vectores de B’y de B respecto de B
coinciden, por tanto, B’ = B. O

Definicién 3.5.1 Dos matrices A, B € M, x,(K) se dicen equivalentes si 3P € Gl(n,K),
Q € Gl(m,K) tales que B=Q - A- P.

Es féacil comprobar que lo anterior es una relacién de equivalencia en M,,x,(K): la
propiedad reflexiva se deduce de que I,, € Gi(n,K), la simétrica de que la inversa de una
matriz regular es regular, y la transitiva de que el producto de dos matrices regulares es
regular.

Del Corolario 3.5.1 se deduce directamente el siguiente enunciado.

Corolario 3.5.2 Sea f: V — V' una aplicacion lineal, §,§ dos bases ordenadas de V
y B, B’ dos bases ordenadas de V'. Entonces, M(f,B,B’) y M(f,B,B’) son matrices

equivalentes.
Veamos ahora el reciproco del Corolario 3.5.2.

Proposicién 3.5.1 Sea f: V — V' una aplicacion lineal, y B, B’ bases ordenadas de V
y V' respectivamente. Dada C € Miyxn(K) equivalente a A := M(f, B, B'), existen bases
ordenadas B de V y B de V' tales que C = M(f, B, B').

Demostracion. Como Ay C' son matrices equivalentes, 3P € Gl(n,K), Q € Gl(m,K) tales
que C =Q ' A P. Aplicando el Lema 3.5.1, existen (tinicas) bases ordenadas B de V' y

B’ de V' tales que P = M(1y, B, B), Q = M(1y,, B/, B'). Asf,

C =My, B,B) "“M(f,B,B)-M(ly,B,B) = M(1y,,B,B)-M(f, B, B') = M(f, B, B').

Hemos visto que una primera caracteristica comun de todas las matrices que represen-
tan a la misma aplicacion lineal es que son equivalentes, y que dos matrices equivalentes
representan a la misma aplicacion lineal. Es decir, podemos identificar cada aplicacién
lineal con una clase de equivalencia de matrices. Otra caracteristica comun es la siguiente:

Proposicién 3.5.2 El rango r(f) de una aplicacion lineal f: V — V' coincide con el
rango (por columnas) de su matriz M(f, B, B") en cualesquiera bases ordenadas B de V
y B de V'.

Demostracion. Sean B = (v1,...,vy,), B = (v],...,v},) bases ordenadas de V,V’. Sa-
bemos que r(f) es la dimensién de L({f(v1),...,f(vs)}) < V'. Como la aplicacién
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bp: K™ — V' (21,...,2m) — >t v, es un isomorfismo de espacios vectoriales (Pro-
posicién 3.2.1), tenemos que

dimg L({f(v1), .-, f(vn)}) = dimg L({b5 (f(v1)), .., bp (f(va))})

Pero cada by, (f(v;)) es la columna i-ésima de M (f, B, B'). Asi que el rango por columnas
de M(f,B,B’) es r(f). O

El siguiente paso es descubrir cudl es la matriz “més sencilla” de una aplicacién lineal:

Proposicién 3.5.3 Sea f: V — V' una aplicacién lineal, con dimg V = n, dimg V' = m.
Entonces, existen bases ordenadas B de V y B’ de V' tales que

N Ir ‘ OT><(TL—7’)
(3.12) M(f,B,B) = < Otm-ryxr | Om—r)x(n-r) )

donde 1 es el rango de f.

Demostracion. Tomemos una base ordenada de V- B = (v1,...,0p,Vpy1,...0,) donde
los tdltimos n — r vectores forman base de ker(f) (los primeros r vectores se obtienen
aplicando el Teorema de Ampliacién de la Base en V' a {v,41,...v,}, aqui se estd usando
la férmula de la nulidad y el rango). Por la demostracién de la férmula de la nulidad y
el rango, el conjunto {f(v1),..., f(v,)} es es linealmente independiente. Aplicando a este
mismo conjunto el Teorema de Ampliacién de la Base en V', encontramos m — r vectores
V5f1s-- -5V, € V' tales que B' := (f(v1),..., f(vr),v;41,...,v),) es una base ordenada de
V. Aplicando la definicién de matriz de una aplicacién lineal en un par de bases ordenadas
se comprueba facilmente que M (f, B, B’) es de la forma requerida. O

Recordemos (Definicién 1.5.1) que el rango por columnas de una matriz A € M, x, (K)
es el nimero méximo de columnas de A linealmente independientes. Por tanto, el rango
por columnas de la matriz de la derecha en (3.12) es 7.

Proposicién 3.5.4 Sea A € Mpxn(K). Supongamos que A= M(f, B, B') = M(f,B,B)
para dos aplicaciones lineales f: V — v/, f V-V, siendo V, vV, v/ espacios vecto-
riales sobre K con dimg V' = dimy | V=n y dimg V' = dimg V' = m, y B,B’, B B’ bases
ordenadas respectivas en V, V', V., V'. Entonces, rango(f)—rango(f)

Demostracion. Por la Proposicion 3.4.2, existen aplicaciones lineales h: V' — ‘7, WV =
V! tales que M(h,B,B) = M(h',B',B") = I,,. Tanto h como h' llevan bases en bases,
luego ambas aplicaciones son isomorfismos. Veamos que h' o f o h = f:

M(Wofoh,B,B) = M(W,B,B)-M(foh,B,B) =1, -M(foh,B,B)

= M(foh,B,B')=M(f,B,B)-M(h,B,B) = M({,B,B) - I,
= (faB7B/)_A_M(f7B7B,)
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luego b/ o fo h = f por ser biyectiva la aplicacion Fg g/ de la Proposicién 3.4.2. Usando
ahora los apartados b), c) del Ejercicio 15, concluimos que rango(h’ o f o h)=rango(f), y
por tanto rango( f)=rango(f). O

Como consecuencia directa del Corolario y de la ecuacién (3.8) tenemos:

Corolario 3.5.3 El rango por columnas de una matriz A € Mpxn(K) coincide con el
rango de la aplicacion lineal fo: K" — K™, fa(z) = A-x, y también con el rango de cual-
quier aplicacion lineal f:V — V' tal que A = M(f, B, B’), donde V,V' son cualesquiera
espacios vectoriales sobre K con dimg V =n y dimg V' =m y B, B’ son bases ordenadas
respectivas en V,V'.

Demostracion. Por la Definicién 1.5.1, el rango por columnas de A es el nimero de colum-
nas de A linealmente independientes. Usando la ecuacién (3.8), el nimero de columnas
linealmente independientes de A coincide con el rango de fa (porque las columnas de A
son las imagenes por f4 de los vectores de la base ordenada usual de K"). La segunda
parte del corolario es consecuencia directa de la Proposicién 3.5.4. O

Corolario 3.5.4 1. Toda matriz A € Mpxn(K) es equivalente a una del tipo < g g ) ,

donde 1 es el rango de A por columnas.

2. Dos matrices en M,xn(K) son equivalentes si y sdlo si ambas lo son a la misma

. . I, | O . . . .
matriz del tipo <%‘ﬁ> , Yy iy solo si tienen el mimo rango.

Demostracion. Para el apartado 1, sean V, V' dos espacios vectoriales sobre K con dimg V' =
n y dimg V' = m. Tomemos bases ordenadas B de V' y B’ de V'. Por la Proposicién 3.4.2,
existe una tnica aplicacién lineal f: V' — V' tal que M(f, B, B') = A. Aplicando a f
la Proposicién 3.5.3, existen bases ordenadas B de V y B’ de V' tales que M [(f, B, B )
es de la forma (3.12), siendo r = rango(f). Por el Corolario 3.5.2, A y M(f, B, B') son
equivalentes. Ademds, r es el rango de A por columnas, por el Corolario 3.5.3.

Para el apartado 2, si dos matrices A, C' € M,,x,(K) son equivalentes, entonces por la
Proposicién 3.5.1 A, C' son matrices de la misma aplicacién lineal f: V — V', siendo V, V'
espacios vectoriales con dimg V = n, dimg V' = m. Por el Corolario 3.5.3, el rango de A
por columnas coincide con el rango de f, y lo mismo con el rango de C' por columnas.
Luego A, C tienen el mismo rango por columnas. Reciprocamente, supongamos que los
rangos de A y C' por columnas coinciden. Por el apartado 1 de este corolario, tanto A

. . . . I.| O e
como C son equivalentes a la misma matriz del tipo <ﬁr‘7> Por transitividad, A es

equivalente a C'. O



3.5. MATRICES EQUIVALENTES, RANGO 131

Definicién 3.5.2 El nicleo de una matriz A € M, «n(K) es el subespacio de K™ dado
por las soluciones del SEL homogéneo A x = 0, es decir:

ker(A) = {x € Myxn(K)| Az =0} = ker(fa).
La imagen de A es el subespacio de K™
Im(A) =Im(fa).

Por la férmula de la nulidad y el rango, el nimero de columnas de A coincide con la su-
ma dimg ker(A)+rango(A) (ya que) dimg ker(A) = nulidad(f4) y rango(A) = rango(f4)).

Corolario 3.5.5 Consideremos el SEL Ax = b, donde A € Myxn(K) es la matriz de
coeficientes y b € K™ = M, x1(K) la columna de términos independientes. Entonces:

1. Ax =b es compatible si y sdlo sib € Im(fa), y en tal caso, sus soluciones coinciden
con f;l({b}) (imagen reciproca de b).

2. En el caso compatible, el conjunto de soluciones se escribe
(3.13) Fat({8}) = o+ ker(A) := {wo +y | y € ker(4)},

siendo xg cualquier solucion del sistema homogéneo asociado Ax = 0. Ademds ,
Ax = b es compatible determinado si y sélo si ker(A) = {0}, si y sélo si fa es
myectiva.

Demostracion. La tunica afirmacién no trivial es la primera igualdad de (3.13). La vemos
por doble inclusién:

. Dado y € ker(A) = ker(fa), fa(zo+y) = fa(xo) + faly) =b+0=">bluego o +y €
fa (b))

. Seay € fgl({b}). Para comprobar que y € g+ ker(A) tenemos que ver que zg —y €
ker(A). Esto se deduce de que fa(xo —y) = fa(zo) — faly) =b—0b=0. O

Habiamos caracterizado cudndo una matriz cuadrada es regular por que su determi-
nante fuera no nulo (Nota 1.4.2 y Proposicién 1.4.4). Ahora podemos caracterizarlo por
que su rango por columnas.

Proposicién 3.5.5 Sea A € M, (K). Entonces, A € Gl(n,K) si y sdlo si su rango por
columnas es n.

Demostracion. Sea V(K) un espacio vectorial de dimensién n y B una base ordenada de
V (por ejemplo, K" y B,). Como la aplicaciéon Fp de la Proposicién 3.4.4 es biyectiva,
existe una unica f € EndgV tal que M (f, B) = A.
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El apartado (B) de la Proposicién 3.4.4 asegura que Como A € Gl(n,K) si y sélo
si f € AutgV. Esta tultima condicién es equivalente a que el rango de f sea n, por el
Corolario 3.3.5. Por ultimo, de M (f, B) = A se deduce que rango(A) = rango(f), lo que
termina de probar la Proposicion. O

Vimos en la Proposicién 3.4.2 que si V, V' son espacios vectoriales sobre K con dimen-
siones respectivas n, m, entonces Homg (V, V') tiene estructura de espacio vectorial sobre
K con dimensién m - n y habfa un isomorfismo (no natural) Fp g/ entre Homg (V,V’) y
M xn(K) cada vez que fijamos bases ordenadas B, B’ de V, V'. Usaremos este isomorfismo
para calcular una base explicita de Homg (V, V’).

Teorema 3.5.1 Sean V(K), V'(K) espacios vectoriales con dimensiones n,m € N y B, B’

bases ordenadas en cada uno. Entonces, el conjunto {f;; |i=1,...,m, j=1,...,n} es
una base de Homg (V, V'), donde cada f;; viene determinada por

(314) fij(vk’) = jkvg, Vk = 1, B N

Demostracion. Recordemos que la base usual de My,xn(K) es {E;; | i =1,...,m, j =

1,...n}, donde cada E;; tiene un 1 en la posicién (i, j) y cero el resto de entradas. Como la
aplicacién f € Homg(V, V') — Fp p/(f) = M(f, B, B") € Mpxn(K) es un isomorfismo de
espacios vectoriales, tanto Fp g7 como su inversa llevan bases en bases (Corolario 3.3.1).
Por tanto, {f;; := Flg,lB'(Eij) |i=1,...,m, j=1,...n} es base de Homg(V, V’). Queda
comprobar (3.14): Fijamos i =1,...,m, j=1,...n. Dado k € 1,...,n, la imagen por f;;
de vy, tiene por coordenadas respecto de B’ a la k-ésima columna de E;j. Si k # j, esta
columna es nula, mientras que si k = 7, la columna tiene un 1 en la posicién ¢ y ceros en el
resto de posiciones; este 1 afecta, como coordenada al vector i-ésimo de B’, es decir, a v].
Por tanto, fi;j(vg) = 0,50} O

3.6. Matrices semejantes

Como EndgV = Homg (V, V) y My, (K) = M,xr,(K), todos los resultados vistos hasta
ahora para Homg (V, V') y Myxn(K) siguen siendo validos para EndgV y M, (K), con
el extra dado por la estructura de anillo de estos dos tltimos (Proposicién 3.4.4). En
particular, tenemos la relacién de matrices equivalentes en M, (K) y su relacién con el
rango de endomorfimos.

Para endomorfismos y matrices cuadradas, el Corolario 3.5.1 adopta una forma especial
cuando las bases ordenadas inicial y final coinciden (esto ultimo estd justificado por el
isomorfismo Fp de la Proposicién 3.4.4):

Lema 3.6.1 Sea f: V — V un endomorfismo y B, B dos bases ordenadas de V. Entonces,
M(faé) :M(1V7B7§)M(f7B) M<1V7§73)
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Demostracién. Tomar V' =V, B' = By B’ = B en el Corolario 3.5.1. O
Notemos que M (1y, B, B) € Gl(n,K) (aqui n = dimg V) y M(1y, B, B) = M(1ly, B, B)~!

Definicién 3.6.1 Dos matrices A, B € M,,(K) se dicen semejantes si 3P € Gl(n,K) tal
que B=P1.A4.P.

De nuevo es facil comprobar que “ser semejante a” es una relacién de equivalencia
en M, (K) (el argumento es el mismo que el que probaba que “ser equivalente a” es una
relacién de equivalencia en M, (K)).

Proposiciéon 3.6.1 Sea f: V — V un endomorfismo y B una base ordenada de V.
1. Dada una base ordenada B de V, las matrices M(f,B) y M(f, E) son semejantes.

2. Reciprocamente, sea C € M, (K) semejante a A := M(f, B). Entonces, eriste una
base ordenada B de V tal que C = M (f, B).

Demostracion. El apartado 1 es consecuencia directa del Lema 3.6.1.

Para probar el apartado 2 adaptamos la Demostracién de la Proposiciéon 3.5.1: como
Ay C son matrices semejantes, 3P € Gl(n,K) tal que C = P~ L.A. P. Aplicando el
Lema 3.5.1, existe una (finica) base ordenada B de V tal que P = M(1y, B, B). Asf,

C=M(Qy,B,B)~" M(f,B)-M(1y,B,B) = M(1y,B,B) - M(f,B,B) = M(f, B).

a

Es claro que si dos matrices cuadradas son semejantes, entonces son equivalentes. El
reciproco no es cierto, porque la tinica matriz semejante a I,, es la propia I,,, pero cualquier
matriz regular de orden n tiene rango n, luego es equivalente a I,,.

De la misma forma que identificAbamos una aplicacién lineal con una clase de equiva-
lencia de matrices, ahora podemos identificar un endomorfismo con una clase de semejanza
de matrices. Esto es asi como consecuencia de la Proposiciéon 3.6.1 y del isomorfismo Fp
dado en el apartado (A) de la Proposicién 3.4.4. Ademés, esta identificacién de endomor-
fismos con clases de semejanza de matrices distingue los automorfismos y las matrices
regulares, indentificindolos entre si (apartado (B) de la Proposicién 3.4.4).

A diferencia de lo que ocurria con el rango y la equivalencia de matrices, ahora no hay
un invariante numérico que caracterice cudndo dos matrices cuadradas son semejantes. Si
hay alguna condicién necesaria (pero no suficiente):

Proposicién 3.6.2 Sean A,C € M, (K) dos matrices semejantes. Entonces sus trazas y
sus determinantes coinciden.
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Demostracion. Como A, C son semejantes, 3P € Gl(n,K) tal que C = P~1- A- P. Por el
apartado 10 de la Proposicién 1.1.1,

Traza(C') = Traza [P_l (AP)] = Traza [(AP) P_l] = Traza [A (P P_l)] = Traza(A).
Para el determinante, usamos el apartado 10 de la Proposicién 1.4.2:
det C = det (P~' AP) = det(P™") det A det P = (det P) ™" det A det P = det A.

a

1

Nota 3.6.1 Las matrices A = Ib y C = ( 0 1

) muestran que el reciproco de la
Proposicion 3.6.2 no es cierto.

La Proposicion 3.6.2 permite definir la traza de cualquier endomorfismo de un espacio
vectorial finitamente generado®:

Definicién 3.6.2 Sea V(K) un espacio vectorial finitamente generado y f € Endg (V).
Se define la traza de f como la traza de cualquier matriz M (f, B) en una base ordenada
B de V(K).

5Sin embargo, no debemos usar un razonamiento similar para definir el determinante de un endomorfis-
mo, porque el apartado 10 de la Proposicién 1.4.2 se justificé a partir de propiedades del determinante de un
endomorfismo. Para no caer en un razonamiento circular aqui, deberemos definir de otra forma el determi-
nante de un endomorfismo f: V — V| y demostrar que con esa definicién se tienen det(go f) = det(g)-det(f)
y det(f) = det M(f, B), siempre que g € EndxV y B sea una base ordenada de V.
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3.7.

1.

Ejercicios.

Sean V(K), V'(K) espacios vectoriales. Dado vj, € V', consideremos la aplicacién cons-
tante igual a vy, fo 2 Vo= Vv, fvé(v) := v}, Yv € V. Probar que si fuy es lineal,
entonces vy = 0.

Sea F'(R,R) el conjunto de todas las aplicaciones de R en Ry U el conjunto de todas las
aplicaciones de R en R que son derivables en todo punto (que es un subespacio vectorial
de F(R,R). Demostrar que la aplicacién D: U — F(R,R), que a cada funcién h le
hace corresponder su funcién derivada A’ es lineal.

Sean V, V' espacios vectoriales sobre un cuerpo Ky f: V — V' una aplicacién. Demos-
trar que f es lineal si y sélo si su grafo es un subespacio vectorial del producto V' x V'
con la estructura de espacio vectorial producto.

Sean V, V' dos espacios vectoriales sobre un cuerpo K, y V' x V'’ su producto cartesiano
con la estructura de espacio vectorial producto.

a) Probar que las proyecciones m1: V x V! =V, mo: V x V! — V' dadas por (z,z') =
(m1(x,2), m(x,2")) son epimorfismos de espacios vectoriales.

b) Probar que las aplicacionesi: V. — V x V', i': V' — V x V' dadas por i(z) = (z,0),
i'(2") = (0,2") son monomorfismos de espacios vectoriales y que V' x V' = Im(i) &
Im(7').

. Sea f € EndgV un endomorfismo de un espacio vectorial V, tal que fo f = f.

Demostrar que V = ker(f) @ Im(f).

Sea f € EndgV un endomorfismo tal que fof = 1y. Probarque V ={x € V| f(z) =
et {r eV | f(x) =—x}.

Sea V' = Ry[z] (polinomios con coeficientes reales y de grado < 2). Para cada r € R,
se define f.: V — V mediante f.(ap + a12 + azx?) = ag + a1 + r asx?.

a) Probar que para cada r € R, f, es un endomorfismo de V.

b) iPara qué valores de r es f, un automorfismo?
Sea V' un espacio vectorial real que admite un endomorfismo j cumpliendo joj = —1y.

a) Probar que si V(R) es finitamente generado, entonces dimg V' es par.

b) Definimos un producto por escalares complejos C x V' — V' mediante
(a+bi)r:=ax+bj(x), VreV, Va+biecC.

Probar que V' con este producto por escalares es un espacio vectorial complejo.
i Qué tienen que ver dim¢ V' y dimg V7
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9. Sea V' un espacio vectorial real con dimensién par. Probar que existe un endomorfismo
j € EndgrV tal que joj = —1y. Deducir que V(R) admite una estructura de espacio
vectorial complejo.

10. Sea V(K) un espacio vectorial y U,W C V dos subespacios tales que V.= U & W.
Definir explicitamente un isomorfismo de espacios vectoriales de V/W en U.

11. Encontrar un automorfismo f de R3*(R) de forma que f.(U) = U’, siendo
U={(a,b,0)]a,beR}, U ={0,cd)|ecdeR}.
.Es posible encontrar mas de un automorfismo en estas condiciones?
12. Sea f: R* — R? la aplicacién lineal dada por
flai,a2,a3,a4) = (a1 + az — as, az + ag, a1 + az + az).
a) Hallar la ecuacién matricial de f respecto de las bases ordenadas B = (z1, ©2, T3, Z4)

de RY, 21 = (=1,0,0,0), 25 = (1, —1,0,0), 3 = (1,1, ~1,0), 24 = (1,1,1, 1),
y B’ = (z}, b, %) de R3, zh =(0,1,1), 5 = (1,0,1), 24 = (1,1,0).

b) Encontrar bases ordenadas §, B’ de R4 y R3 respectivamente, tales que

100
M(f,B,BY=|0 1 0
00 0

o O O

c) Calcular el rango de f. jEs f sobreyectiva?

13. Consideremos los subespacios vectoriales de R?
U=LH{LLYY), W={(abec)cR |atb+c=0}

a) Encontrar un endomorfismo f de R? tal que ker(f) = U e Im(f) = W.

b) Calcular la ecuacién matricial de f respecto de la base ordenada usual B, de R3.

c) Elegir una base ordenada B’ de R3/ker(f) y respecto de B’ y B, encontrar la
ecuacién matricial de la aplicacién lineal R3/ ker(f) — R3, o + ker(f) — f(x).

14. Sea f,g: V — V' aplicaciones lineales.

a) Probar que rango(f + g) < rango(f) + rango(g).

b) Encontrar un ejemplo en el que se dé la igualdad, y otro en que la desigualdad sea
estricta.
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15.

16.

17.
18.
19.
20.

21.

22.

23.
24,
25.
26.

Sea f: V = V', g: V' = V" dos aplicaciones lineales.

a) Probar que rango(g o f) < min{rango(g), rango(f)}.

b) Si suponemos que f es un isomorfismo, probar que rango(g o f) = rango(g).

d

e) Encontrar un ejemplo en el que se dé la igualdad en el apartado a), y otro en que
la desigualdad sea estricta.

)
)
¢) Si suponemos que g es un isomorfismo, probar que rango(g o f) = rango(f).
) Traducir todo lo anterior a rango de matrices.

)

Encontrar contrajemplos en M (R) que prueben que (A + B)? # A2+ 2AB + B y
que (A — B)(A+ B) # A? — B2

Sea A € M, (K) tal que A%2 + A+ I,, = 0. Probar que A es regular.
Calcular la traza del endomorfismo f: R? — R?, f(a,b) = (a + b,a — b).
Sea A € M, (K) tal que A2 = A. Probar que la traza y el rango de A coinciden.

Sea A € M, (K) tal que AB = BA para toda B € M, (K). Probar que A es un
miultiplo de la identidad. Deducir la propiedad correspodiente para endomorfismos.

Calcular, en funcién del parametro a € R, el rango de la matriz:

a=(11 1)
Sean A, B € M, (K) matrices semejantes. Probar que si aA? + bA% + cI,, = 0 para
a,b,c € K, entonces aB? 4 bB + cl,, = 0.
Hallar todas las matrices X € M,,(K) tales que X? = X.
Hallar todas las matrices X € M, (K) tales que X2 = I,.
Hallar todas las matrices X € M,,(K) tales que X2 = 2X.

Sea V(RR) un espacio vectorial de dimensién 2, y f € EndgV un endomorfismo tal que

fof=fo

a) Probar que f = fy o es posible encontrar una base ordenada B de V tal que

M(f,B):(g é)

b) Generalizar a mayores dimensiones.
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27.
28.
29.

30.

31.
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c) Hallar todas las matrices X € Mz (R) tales que X2 = 0.
Hallar todas las matrices X € Mo, +1(R) tales que X2 = — Iy, 1.
Hallar todas las matrices X € Mo, (R) tales que X2 = —1Iy,.
Sea V(C) un espacio vectorial complejoy f € EndcV tal que fo f = —1y.

a) Demostrar que U = {x € V | f(z) = iz}, W ={z € V | f(z) = —iz} son
subespacios vectoriales de V, y que V=U ¢ W.

b) Hallar todas las matrices X € Mj3(C) tales que X? = —I3.

Encontrar un endomorfismo f € EndgR* tal que Im(f) = L({e1—ea,e1+ea}), fof = f
y Traza(f) = 2.

(Examen de Algebra Lineal y Geometria, septiembre de 1994). Consideremos el espacio de
matrices complejas My(C), y la aplicacién f: Ma(C) — Mz(C) dada por f(A) = 4,
donde A es la matriz cuyas entradas son los complejos conjugados de las entradas de A.

a) iEs f un endomorfismo del espacio vectorial complejo M2 (C)?

b) Consideremos la estructura de espacio vectorial real que Ms(C) posee de forma
natural. Comprobar que f es un automorfismo de M3(C) con esta estructura real
y hallar explicitamente f~!.



Capitulo 4

Espacio dual

El espacio dual de un espacio vectorial V(K) es un caso particular de Homg (V, V)
poniendo V' = K. Todo lo que sabemos sobre Homg (V, V') es aplicable a V*, pero este
espacio tiene propiedades adicionales, que os permitirdn interpretar la trasposicién de
matrices y demostrar el Teorema del Rango.

A lo largo de este tema, V(K) serd un espacio vectorial finitamente generado y llama-
remos n a su dimension.

4.1. Definicién y primeras propiedades
Definicién 4.1.1 Dado un espacio vectorial V(K), su espacio dual es el espacio vectorial
V* = V*(K) := Homg (V,K) = {¢: V — K | ¢ es lineal}.

A cada elemento ¢ € V* se le llamara forma lineal sobre V. Al 0 de V* le llamaremos
forma lineal nula, pg.

Por la Proposiciéon 3.4.2, V* es un espacio vectorial sobre K y dimg V* = n. En
particular, V* es isomorfo a V' (apartado 1 del Corolario 3.3.4).
Fijemos una base ordenada B = (vy,...,v,) de V(K) y tomemos {1} como base en

K(K). Para cada ¢ € V* podemos calcular su matriz en B, {1}:

(4.1) M(p, B,{1}) = (¢(v1) - - (vn))-
Las ecuaciones analiticas de ¢ en B y {1} (ecuacién (3.7)) se escriben
(4.2) o(v) = M(p,B,{1})-vg  WweV.

139
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Siv=>3 ", av; €V, entonces (4.1) y (4.2) implican

al n
o) = (p1)...o(wa)) - | | =D ewia; €K
=1

Gn

Proposicién 4.1.1 Sea ¢ € V*(K).
1. Si @ # @o, entonces ker(p) es un hiperplano vectorial, esto es, dimg ker(p) =n — 1.

2. Si U <V es un hiperplano vectorial, entonces existe una forma lineal p € V* tal
que ker(p) =U.

3. Dos formas lineales @, ¢ # pg son proporcionales si y sélo si sus nicleos coinciden.

Demostracion. Probemos el apartado 1. Como Im(p) es un subespacio de Ky dimg K = 1,
tenemos que o bien Im(p) = {0} (esto no puede darse, porque ¢ # ) o bien Im(p) = K.
En este tltimo caso, la Férmula de la Nulidad y el Rango nos dice que dimg ker(p) =
n —dimg Im(p) =n — 1.

Para el apartado 2, sea By = {v1,...,v,—1} una base de U. Por el Teorema de Am-
pliacién de la Base, podemos elegir un vector v, € V tal que B := {v1,...,vp—1,v,} €s
base de V. Por el Teorema 3.3.1, existe una unica forma lineal ¢ € V* tal que

()0(”1) == @(Un—l) =0, Qp(vn) =1L

Es claro que U C ker(y). Tomando dimensiones, n — 1 = dimg U < dimg ker(p) =n — 1,
donde en la ultima igualdad hemos usado que ¢ # g y el apartado 1. Asi, dimg U =
dimg ker(p) luego U = ker(yp).

Finalmente veamos el apartado 3. Como ¢, ¢ # g son proporcionales, tenemos ¢ = a ¢
para algin a € K\ {0}. Por tanto, ker(¢) C ker(¢), y como a # 0, también se verifica
la inclusién contraria, luego ker(yp) = ker(¢). Reciprocamente, llamemos U := ker(yp) =
ker(¢). Por la demostracién del apartado 2, podemos construir una base ordenada B de
V ampliando una base ordenada de U. Aplicando (4.1),

M(‘PvB: {1}) = (07 ce 7O>§0(Un))v (P(vn) # 0,
M(I/)va{l}) = (07 s 707¢(Un))7 1/1(%) 7é 0,

de donde deducimos que tomando a = 1(vy,) - p(v,) ™! € K se tiene 1 = a . O
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Ejemplo 4.1.1 (El espacio dual de M,,«;(K)) Dada a = (a1,...,a,) € Mixn(K),
llamemos

by by n
Vo Mpx1(K) = K, ¢, : = (a1,...,an) - : :Zaibi.
by by i=1

Por las propiedades bésicas del producto de matrices, ¢, es lineal y por tanto, ¢, €
M, x1(K)*. Esto nos permite definir una aplicacién

X: Mixn(K) = Mo (K)', x(a) = ¢a.

De nuevo por las propiedades béasicas del producto de matrices, x es lineal. Ademds, x
es inyectiva, porque si a € ker(x) entonces ¢, = 0 (forma lineal nula sobre M, 1(K)),
luego ¢4 (b) = 0 Vb € M;,»1(K). Tomando b como (0,...,1,...,0) con el 1 en la posicién
i-ésima, se obtiene a; = 0. Asi que a = 0 y ker(x) = {0}, luego x es inyectiva. Como
dimg M, (K) = dimg M, x1(K)*, deducimos que x es un isomorfismo de espacios vec-
toriales. Esto nos permite identificar el espacio dual de las matrices columna M,,1(K)
con las matrices fila My, (K).

4.2. Base dual

Teorema 4.2.1 Dada una base ordenada B = (vi,...,v,) de V, existe una dnica base
B* = (¢',...,¢") de V* (la base ordenada dual de B) tal que

(4.3) ©'(vj) =6 Vi,je{l,...,n}, (0;j = delta de Kronecker).
Demostracion. El Teorema 3.3.1 asegura que para cada i € {1,...,n}, la asignacién
¢'(v;) = 6;; € KVj =1,...,n define una tnica forma lineal ¢’ € V*.

El conjunto B* = {¢!,...,¢"} es base de V porque coincide con la base {f;; | i =
1,...,m, 5=1,...,n} de Homg(V, V') para el caso particular V' =K, B’ = {1} (Teore-
ma 3.5.1). Damos una demostracién directa de que B* es base:

‘Independencia lineal. ‘ Sean ay,...,a, € K tales que ¢o = a3 ¢! + ...+ a, ¢". Aplicando
ambos miembros de la igualdad a cada v; de B, tenemos

n n
0= Z aigol(vj) = Zaiéij = ay,
i=1 i=1

como se queria.
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‘Sistema de generadores‘ (en realidad esto no es necesario porque B* es linealmente inde-
pendiente y dimg V* = n, pero lo hacemos para obtener una féormula que sera 1util mas
adelante). Sea ¢ € V*. Veamos que

n

(4.4) o= o).

i=1

Por el Teorema 3.3.1, basta probar que ambos miembros de (4.4) coinciden sobre los
vectores de B. Dado j =1,...,n,

(Z ©(vi) 90i> (07) = D () () = D p(vi) 835 = ¢(v)),
i=1 i=1 i=1
lo que prueba (4.4). O

Ejemplo 4.2.1 Siguiendo con lo visto en el Ejemplo 4.1.1, la base dual de la base usual
de My, x1(K), vista en M, (K) mediante el isomorfismo Y, es la base usual de M, (K).

Corolario 4.2.1 Siv € V cumple p(v) =0 Vo € V*, entonces v = 0.

Demostracion. Razonando por reduccién al absurdo, si v # 0 podemos ampliar {v} a una

base ordenada B = (v = vq,vs,...,v,) de V. El primer elemento (' de la base ordenada
dual B* de B cumple ¢! (v) = 1 # 0, contradiccién. O
Corolario 4.2.2 Sea B = (v1,...,v,) una base ordenada de V y B* = (p',...,¢") su
base ordenada dual. Entonces,

(4.5) v = (9'(v),.. ., 0"(v))

(4.6) o = (p(1),- . plvn).

Demostracion. (4.6) se obtiene directamente reescribiendo (4.4). Para comprobar (4.5)
basta probar que w := v — > | ¢'(v) v; es el vector nulo de V. Por el Corolario 4.2.1,
esto se tendra si probamos que p(w) = 0 Vo € V*. Ya que B* es sistema de generadores
de V*, basta demostrar que ¢’ (w) =0Vj =1,...,n.

n

W(w) = ¢ <v =) @' (v) vz') =l () =D ) () = ¢ (v) = Y @ (v)ds
=1 i=1

— i) — @I (v) = . -
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Nota 4.2.1 Para los elementos de B* tenemos

M(p', B, {1}) =" (1,0,...,0)

M(e™, B,{1}) =" (0,0,...,1),

que vuelve a decirnos que la base dual B* coincide con la base {f;;}i; de Homg(V, V")
para el caso particular V' =K, B’ = {1} (Teorema 3.5.1).

4.2.1. Cambio de base en el espacio dual

Sean B = (v1,...,vy,), B’ = (v],...,v]) dos bases ordenadas de V'y B* = (¢1,...,¢n),

ren

B™ = (¢],...,¢,) sus respectivas bases duales. Supongamos que
n

(4.7) v;- :Zaijvi, Vi € {1,...,77,}
i=1

es decir,

(4'8) M(lVaBlvB) = (aij)i:j'

Dado v € V, lo escribimos en combinacién lineal de B y B’:

n

n
v = E a;V; = E a;-v;.
i=1 J=1

Asi,
n n n n n
1 (A7) / e N
ajv; = aj a;jv; = aija; | vi,
Jj=1 Jj=1 =1 i=1 \j=1
de donde
n
a; = E aij aj, Vi=1,...,n
=1
Esto es,
a a}
/
=M(1ly,B',B) -

an a
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Queremos saber la relacién entre este cambio de base en V' y el de las bases duales res-
pectivas en V*. Escribimos ahora

n
(4.9) pi = b},
i=1

es decir,
M(1y«, B*, B*) = (bji) -

Dado ¢ € V*, lo escribimos en combinacién lineal de B* y B™:

n n
=D bivi=) U
i=1 j=1

Asi,
D bigi =D by b= (Z bjibi) @5y
i=1 i=1 j=1 j=1 \i=1
de donde .
= bibi, Vi=1...,n.
i=1
Esto es,
b b1
: :M(lv*,B*,B/*)~
b, b

Evaluando (4.9) en v},
n n
i(vh) = > b (vh) =Y bjidin = b,
j=1 j=1
luego

n n n
(4.7)
b = i(vy) =" @ <§ alhvz> = E appi(v) = E ainlip = i,
=1 =1 =1

En resumen:

Proposiciéon 4.2.1 Con la notacion anterior,

(4.10) M1y, B*,B™) = M(1y, B', B)".
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4.3. Teorema de Reflexividad

Sean V(K) un espacio vectorial y V* su espacio dual. Podemos considerar el dual de
V*, llamado bidual V** = (V*)* de V,

V* := Homg(V*,K) = {I': V* - K | I es lineal}.

Los tres espacios vectoriales V, V* V** tienen la misma dimensién (finita), y por tanto,
son isomorfos. Los isomorfismos existentes entre V' y V* dependen de bases (via el Teore-
ma 3.3.1), y lo mismo entre V* y V**. Sin embargo, veremos a continuacién que hay un
isomorfismo natural (independiente de bases) entre V' y V**. Esto nos permitira identificar
V con V** sin recurrir a elementos auxiliares, y evita tener que considerar sucesivos duales
V.. (por ejemplo, V*** de isomorfo de forma natural a V*).

Lema 4.3.1 Fijado un vector v € V, la aplicacion

®,: V¥ - K

(4.11) o = o)

es lineal y, por tanto, pertenece al bidual V** de V.

Demostracion. Aplicando (4.11), ®y(ap + b)) = (ap + b)) (v) = ap(v) + bp(v) =
a®y(p) +bPy(¥), Vip,9p € V¥, Va,b € K. O

Teorema 4.3.1 (de Reflexividad) Sea V(K) un espacio vectorial de dimension finita.
Entonces, la aplicacion

d: V - V¥

(4.12) v o= ®v) =,

es un isomorfismo de espacios vectoriales.

Demostracion. Por el Lema 4.3.1, ® tiene codominio V**. Veamos que & es lineal: sean
v,w € V, a,b € K. Queremos comprobar que ®,,1p,, coincide con a ®, + b ®,,. Como
ambas son formas lineales sobre V*, las aplicamos a cualquier ¢ € V*:

(I)av—&—bw(@) = (P(av_f—bw):acp(v)_’_b@(w)?
(@®y+bPyw)(p) = aPu(p) +bPulp) =ap(v)+be(w),

luego @ es lineal.
Veamos que ® es biyectiva: como dimg V' = dimg V** (finita), basta comprobar que
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ker(®) = {0}. Sea v € ker(®), es decir, &, = I'g € V**, siendo esta la forma lineal
nula sobre V*. Por tanto, Vi € V* se tiene

OZ(I)U(()D) = QO(U),

lo que implica que v = 0 por el Corolario 4.2.1. O

Corolario 4.3.1 Toda base de V* es la base dual de una unica base B de V.

Demostracién. Tomemos una base ordenada B’ = (¢1,...,¢,) de V*. Consideremos su
base dual B = (T'y,...,T';) C V**. Como ® dada por (4.12) es un isomorfismo de espacios
vectoriales, para cada ¢ = 1,...,n existe un dnico v; € V tal que I'; = ®(v;) = Dy, v
B := (v1,...,v,) es una base ordenada de V. Dados i,j = 1,...,n,
(4.11)
pi(vj) =" @ (pi) = Tj(pi) = bji = by,
luego la base ordenada dual de B es B'. O

Nota 4.3.1 Elsignificado del Teorema de Reflexividad puede entenderse como sigue. Sean
B, B’ dos bases de V(K). Sabemos que existe un dnico isomorfismo F' : V' — V* que, de
manera ordenada, aplica B en B* y, andlogamente, un Unico isomorfismo G : V* — V**
que aplica B* en su base dual B**. De igual modo, con B’ obtenemos isomorfismos F :
V = V* G:V* = V*. En general, F # F y G # G. Sin embargo, las composiciones
GoF,GoF:V — V* si verifican G o F = G o F; de hecho, por el corolario 4.3.1 ambos
coinciden con el isomorfismo que proporciona el Teorema de Reflexividad.

4.4. Anuladores

Definicién 4.4.1 Sea V(K) un espacio vectorial y H C V. Se define el anulador de H
como el subconjunto de V*

an(H)={p e V" | p(v)=0,Vv € H}.

Lema 4.4.1 El anulador verifica las siguientes propiedades (no se mecesita que V(K)
tenga dimension finita):

1. Dado H C V, an(S) es un subespacio vectorial de V*.
2. SiHC H CV, entonces an(H') < an(H).
3. Dado H C V, an(H) = an(L(H)).
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4. an({0}) =V* yan(V) = {wo} (forma lineal nula).

Demostracion. Veamos el apartado 1. Sean ¢, 9 € an(H), a,b € K. Para cualquier vector
veH, (ap+by)(v) =ap(v)+bip(v) =a0+b0=0,luego ap + b1y € an(H).

Supongamos que H C H'; basta comprobar que an(H') C an(H) para que sea an(H') <
an(H), asi que tomemos ¢ € an(H'). Como ¢ anula a todos los elementos de H' y H C H’,
¢ anulard a todos los elementos de H, es decir, ¢ € an(H).

Para el apartado 3, la inclusién an(H) O an(L(H)) es consecuencia del apartado 2.
Para la otra inclusién, ¢ € an(H) y w € L(H). Como w = Y i* | a; v; con vi,..., U, € H
Y ai,. .., am € K, tenemos p(w) = 0(3 % aivi) = 30, ai p(vi) = 3%, a0 = 0.

Como toda forma lineal anula al vector 0, an({0}) = V*. Que an(V') D {yo} es trivial
ya que an(H) es siempre un subespacio vectorial. Reciprocamente, si ¢ € an(V') entonces
@ anula a todos los vectores de V', es decir, ¢ = . O

Definicién 4.4.2 Sea V(K) un espacio vectorial con dimensién finita y H C V*. Apli-
cando la Definicién 4.4.1 a H, deberfamos definir el anulador de H como

an(H)={T e V* |T(¢)=0,YVpe H} <V™.

Usando el isomorfismo ¢ dado por el Teorema de Reflexividad, definimos el anulador de
H como

(4.13) an(H) =& Yan(H))={veV | pv)=0,Yoc H} <V.

Teorema 4.4.1 Sea V(K) un espacio vectorial con dimg V =n y U <V con dimg U =
m < n. Se tienen:

1. dimg an(U) =n — m.
2. Si H CV, entonces an (an(H)) = L(H). En particular, an (an(U)) = U.

3. Dado W <V, se tiene que U = W si y sdlo si an(U) = an(W).

Demostracion. Para el apartado 1, tomemos una base ordenada B = (v1,...,v,) de V, de
forma que By := (v1,...,vn) es base ordenada de U. Sea B* = (1, ..., ¢y) la base ordena-
da dual de B. La condicién (4.3) implica que @41, - - -, ¢n € an(U). Como {@m+t1, .-, ¢n}
es un conjunto linealmente independiente, si probamos que es sistema de generadores de
an(U) serd base de an(U) y podremos concluir el apartado 1. Sea ¢ € an(U). Escribi-
mos @ en combinacion lineal de B*, ¢ = b1 o1 4+ ... + by 0m + b1 Pmt1 + - - - + bn .
Por (4.6), b; = ¢(v;). Como v; € U parai=1,...,my ¢ € an(U), deducimos que b; =0
Vi=1,...,m. Asi que ¢ € L{om+1,---,¢n})



148 CAPITULO 4. ESPACIO DUAL

Para el apartado 2, la definicién (4.13) nos dice que
an(an(H)) ={veV | ¢(v) =0,Vp € an(H)}.

Dado v € H, se tiene que ¢(v) = 0Vy € an(H ), luego H C an (an(H)). Como an (an(H)) <
V' (por el apartado 1 del Lema 4.4.1) y L(H) es el menor subespacio de V' que contiene
a H, deducimos que L(H) C an(an(H)). Llamemos k := dimg L(H). Por el apartado 1
de este teorema, dimg an(L(H)) = n — k. Como los isomorfismos de espacios vectoriales
conservan dimensiones,

dimg an (an(H)) "2 dimg ! [a1 (an(H))] = dimg a0 (an(H))

*

=  dimg V* —dimgan(H) =n — (n — k) =k,

—
=

donde en (%) hemos aplicado el apartado 1 al subespacio an(H) < V*. Asi, L(H) es un
subespacio vectorial de an (an(H)) y ambos tienen la misma dimensién finita. Esto prueba
que L(H) = an (an(H)).

Para el apartado 3, si U = W es trivial que an(U) = an(W). Reciprocamente, si
an(U) = an(W) tomamos anuladores en ambos miembros y aplicamos el apartado 2, con
lo que U = an (an(U)) = an (an(W)) = W. O

Nota 4.4.1 Es importante destacar que la demostracion del apartado 1 del Teorema 4.4.1
da un algoritmo para construir explicitamente una base del anulador de un subespacio

UcVv:

Paso 1. Calculamos una base ordenada By = {v1,...,vn} de U.

Paso 2. Ampliamos By a una base ordenada B = (v1,...,Um, Umt1,.-.,Up) de V.
Paso 3. Calculamos la base ordenada dual B* = (¢1,...,0m, ©m+1,---,¢n) de B.

Paso 4. Nos quedamos con {@m+1,---,¢n}, que es base de an(U).

4.5. Soluciones de un SEL homogéneo como anulador de
formas
Consideremos un SEL homogéneo
aj1xry + apr: + ... + awrT, = 0
ag1xy + axppxrs + ... + azx, = 0

(4.14)

amiT1 + amaxres + ... + ampnxn = 0
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Viendo los coeficientes de cada ecuacion como una matriz fila
a; := (aj1, ..., aim) € Mixn(K),

y ésta como una forma lineal ¢,, € M,x1(K)* (Ejemplo 4.1.1), tenemos que el conjunto
de soluciones del SEL es

{Soluciones de (4.14)} = an({¥a,, - - -, Pan. })-

Por tanto, la dimensién del conjunto de soluciones del SEL es la dimension del anulador
anterior. Usando el apartado 1 del Teorema 4.4.1, concluimos que

Corolario 4.5.1 La dimension del conjunto de soluciones de un SEL homogéneo con
m ecuaciones y n incognitas es n — k, siendo k el nimero de ecuaciones linealmente
independientes.

4.6. Traspuesta de una aplicacién lineal

Sean V, V' dos espacios vectoriales sobre un cuerpo conmutativo Ky f:V — V/ una
aplicacién lineal. Para cada ¢ € V"* podemos considerar la composicién ¢’ o f: V — K,
que es lineal por ser composicién de lineales. Por tanto, ¢’ o f € V*.

Definicién 4.6.1 Dada una aplicacién lineal f: V. — V', su aplicacion traspuesta se
define como

Fovn Sy
o = fi(@) =g o f.
Proposicién 4.6.1 Sea f: V — V' una aplicacion lineal.
1. ft es lineal.
2. (1y)t = 1y=.
3. Sig:V — V' es lineal, entonces (f +g9)t = f' + 4" y (a f)! =a ft.
4. Sih:V'— V" es lineal, entonces (ho f)! = ftoht.

5. A partir de ahora supongamos que dimg V = n, dimg V' = m son finitas. Entonces,
la aplicacion trasposicion

t:  Homg(V,V') — Homg(V"™,V*)
f = f!
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es un isomorfismo de espacios vectoriales. Ademds,

(4.15) f=@) to(fHlod (esto se simplifica escribiendo f = (f')!),
donde ®:V — V** ¢y & : V' — V™ son los isomorfismos dados por el Teorema de
Reflexividad.

Demostracién. Para el apartado 1, sean ¢', ¢’ € V™* y a,b € K. Entonces, ft(a¢’+bv') =
(g + b0 f=alg o f)+b(¥/ o f) = a f&) + b1 (W),

Veamos el apartado 2. Dada ¢ € V*, (1y)!(p) = po 1y = .

Para el apartado 3, tanto (f + g)! como ft+ g, (a f)! y a f! son aplicaciones lineales de
V™ en V*. Dada ¢ € V',

(f+9)¢) = do(f+g)=(@of)+(¢og)=f)+g(¢) = (f'+g)¢).
(af)(¢) = ¢olaf)=a(¢ of)=af(¢)="(af)¢).

Para el apartado 4, notemos que tanto (h o f)* como f' o h! son aplicaciones de V"* en
V*. Dada " € V'™*,

(ho N'(@") = ¢"o(hof)=(¢"oh)o f=Ffp"oh)= f(R(¢")) = (f' o h')(¥").
Finalmente, para el apartado 5 supondremos que dimg V = n y dimg V/ = m. En el
apartado 3 probamos que la aplicacién trasposicion ¢ es lineal. Como dimg Homg (V, V') =
n - m = Homg (V™ V*), basta probar que t es inyectiva. Para ver esto tltimo, basta
construir una inversa a izquierda de t, es decir, una aplicacién

U: Homg (V"™,V*) — Homg (V, V')

tal que W ot = Igom, (v Definimos ¥ asi: dada g € Homg (V'*,V*), sabemos que
g' € Homg (V**, V'**), luego tiene sentido definir

(4.16) U(g) = (@) Logod: V-V,

que estd en Homg (V, V') por ser composicién de aplicaciones lineales. Ahora tomemos
f € Homg(V, V'), queremos ver que (¥ o t)(f) = f, es decir, que (&)~ Lo (fHlod = f
(esta es la igualdad que aparece en el apartado 5). Dado x € V,

(@) o (f1) o @(z) = (D) o (f)P2) = (D) () (R2)) = (@) (P 0 f*),
luego debemos comprobar que (®')~1(®, 0 f1) = f(x), o lo que es lo mismo, que &, o f! =
(I)/f(a:)' Tanto ®, o f! como (b/f(x) son formas lineales sobre V'*, asi que tomemos ¢’ € V'*.

(@2 0 f)(¢) = Pu(f1(¢)) = Bu(@ 0 f) = (¢" 0 f)(@) = ¢ (f(2)) = Py (¥)-
Esto prueba el apartado 5. O

Ahora relacionaremos las matrices de f y f! en un par de bases ordenadas, lo cual
justifica el nombre de traspuesta para f?.
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Proposicién 4.6.2 Sean V,V' espacios vectoriales sobre un cuerpo conmutativo K con
dimg V = n, dimg V' = m (finitas), y sea f: V — V' lineal. Dadas bases ordenadas B, B’
de V, V' respectivamente y sus bases ordenadas duales B*, B'™*, se tiene

(4.17) M(ft,B*,B*) = M(f, B, B')".
Demostracion. Fijemos la notacion, llamando
B=(vi,...,vn), B'=],...,v,), B"=(¢1,.--,0n), B*=(o1,...,¢).

Sea (Clij)ij = M(faB,B,) S Man(K) y (bkh)kh = M(fth/*’B*) c MnXm(K) ASf,
fvj) = Zaijué, Vi=1,...,n
i=1
i) = D bener, Yh=1,...,m

k=1

Aplicando (4.6) a f*(¢},) € V*, tenemos que su coordenada j-ésima respecto a B* es
bin. = [FHelw;) = (¢h o ) = eh(f(v))) = ¢}, <Z ;v )
Zawgph Za2]6hz Gjh,

lo que prueba la proposicion. O

Nota 4.6.1 1. Tomando f = 1y en (4.17) se redemuestra la férmula de cambio de
base (4.10).

2. Usando la relacién entre Homg (V, V') y M, (K), entre Homg (V™*, V*) y My sm (K),
y usando (4.17) tenemos que la aplicacién A € M, xn(K) = At € M,y (K) es un
isomorfismo de espacios vectoriales. Ademads, la férmula (4.15) y el apartado 4 de la
Proposicion 4.6.1 redemuestran los apartados 8 y 9 de la Proposicién 1.1.1.

Recordemos que teniamos pendiente una demostracién del Teorema del Rango (los
rangos por filas y por columnas de cualquier matriz coinciden). Ya podemos demostrarlo.

Teorema 4.6.1 Sean V,V'(K) espacios vectoriales finitamente generados y f: V — V'
una aplicacion lineal. Entonces:

1. an(Im(f)) = ker(f*).
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2. an(ker(f)) = Im(f?).

3. rango(f) = rango( f?).

En consecuencia, para cualquier matriz A € My, xn(K) se tiene rango(A) =rango(A").

Demostracion. Veamos el primer apartado por doble inclusién.

an(Im(f)) C ker(f?).| Dada ¢’ € an(Im(f)), veamos que f!(¢’) = ¢o (forma lineal nula
sobre V): Dado = € V, [f(¢')](z) = (¢ o f)(z) = ¢'(f(2)), que se anula porque ¢’ €
an(Im(f)) y f(z) € Im(f)). Por tanto, fi(¢') = ¢o luego ¢’ € ker(f?).

an(Im(f)) D ker(f!).| Dada ¢’ € ker(f!), veamos que ¢’ anula a cualquier y € Im(f).
Dado y € Im(f), existe x € V tal que y = f(x). Asi que ¢'(y) = ¢'(f(z)) = (¢’ o f)(x) =
[11(&")](z) = @o(z) = 0.

Para el apartado 2 veremos sélo la inclusién v que las dimensiones coinciden.
an(ker(f)) 2 Im(f')|. Dada ¢ € Im(f!), existe ¢’ € V* tal que fi(¢') = ¢. Veamos que

¢ anula a todos los vectores del nticleo de f: Dado = € ker(f), ¢(z) = [fi(¢)](z) =
(¢ 0 f)(x) = ¢'(f(z)) = ¢'(0) = 0.

Finalmente,

(*)

(4.18) dimg an(ker(f)) = n — dimg ker(f) = rango(f),

donde en (%) hemos usado el apartado 1 del Teorema 4.4.1, y en la tdltima igualdad hemos
usado la Formula de la Nulidad y el Rango. Esto termina de probar el apartado 2.

Para el apartado 3, usamos el apartado 2 para igualar el miembro de la izquierda
de (4.18) a dimg Im(f?), que es por definicién el rango de f*.

Finalmente, si A € M, x,(K), entonces tomemos V,V’(K) con dimensiones n,m y
bases ordenadas B, B respectivas. Asi, 3!f € Homg (V, V') tal que M(f, B, B") = A. Por
el Corolario 3.5.3, rangoA) = rango(f). Por el apartado 3 de este teorema, rango(f) =
rango(f!), y de nuevo por el Corolario 3.5.3, rango( f*) = rangoM (f!, B™*, B*), que es A’
por la férmula (4.17) O

Nota 4.6.2 1. Una vez probado el Teorema del Rango para matrices, podemos elimi-
nar “rango por columnas” o “rango por filas” y sustituirlo simplemente por “rango”
cada una de las veces que lo hemos usado durante el curso.

2. Toda la teoria de aplicaciones lineales se puede desarrollar independientemente de
la de matrices, lo que permite deducir las propiedades de las matrices a partir de las
aplicaciones lineales.

3. La inclusién an(ker(f)) C Im(f*) se puede probar directamente, aunque no nos ha
hecho falta (Ejercicio 19).
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4.7. Determinantes de endomorfismos y matrices

Nos quedaba por demostrar el apartado 10 de la Proposicién 1.4.2, que habia sido
pospuesto porque ibamos a deducirlo de la correspondiente propiedad para el determinante
de un endomorfismo. También teniamos pendiente deducir que el determinante de un
endomorfismo f € EndgV es el determinante de cualquiera de las matrices semejantes
que se obtienen como M (f, B), siendo B una base ordenada de V (pie de pagina 5 justo
antes de la Definicién 3.6.2). Haremos todo esto en esta seccién.

Como es habitual, V(K) denotara un espacio vectorial de dimensién n € N sobre un
cuerpo conmutativo K de caracteristica distinta de 2.

4.7.1. Tensores antisimétricos
Definicion 4.7.1 Sea r € N. Diremos que una aplicacion
(4.19) T:Vx . xV K

es un tensor antisimétrico de orden m si cumple:

1. (Multilinealidad). Para cada i = 1,...m,

T(wi,...,wi+wh,...,wp) = T(wi,...,wi,...,wy)+T(wi,..., 0, ..., wy),
T(wi,...,aw;,...,wp) = aT(wy,...,w,...,wy),
Vwy, ..., wi,wh, ..., wy, €V, Va €K

2. (Antisimetria). Para cada par de variables i,j € {1,...,r}, i < j,

(4.20) T(wi,...,wi..., Wj,...,wyp) =—D(wr,...,wj,...,W4...,wy).

Nota 4.7.1 1. Sino imponemos la condicién 2, a T se le llama tensor r-covariante. Hay
una generalizacién a aplicaciones multilineales de Vx 7). xV x V¥x 8. xV* > K,
llamados tensores r-covariantes y s-contravariantes, o de tipo (r,s).

2. Como la caracteristica de K es distinta de 2, la propiedad 2 de antisimetria es
equivalente a la de ser alternado, esto es, dados ¢,57 € 1,...,7 con 7 < j,

(421) Si W; = Wy = T(wl,...,wi,...,wj,...,wr):0.

3. La multilinealidad de 7" nos dice que si T' es antisimétrico (o alternado) y lo evalua-

mos sobre una lista (wy,...,w,) € VX 7). xV donde los vectores son linealmente
dependientes, entonces T'(wy, ..., w,) = 0.
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Ejemplo 4.7.1 1. La aplicacién T: K"x . xK" — K dada por T(A) = det(A),
donde vemos A como una lista de n elementos de K™ por sus columnas, es un tensor
antisimétrico de orden n (apartados 1, 2, 3 de la Proposicién 1.4.2).

2. Sea V(K) un espacio vectorial sobre K con dimg V' =n,y B = (v1,...,v,) una base
ordenada de V. La aplicacién detg: V x M. xV = K dada por
(4.22)

dets(w ) = 0 si wy, ..., w, son linealmente dependientes,
B Lyeeer W) = detM(1V7B/7B) si B = (wlw"awn) es base de V.

es un tensor antisimétrico de orden n. Ademads, detg(vy,...,v,) = 1. A detp se le
llama el tensor determinante en la base ordenada B.

Es facil comprobar que el conjunto A, (V') de todos los tensores antisimétricos de orden
r sobre V tiene una estructura de espacio de espacio vectorial con la suma y el producto
por escalares habitual. El apartado 4 de la Nota 4.7.1 y el Corolario 2.6.1 nos dicen que
si 7 > n, entonces A, (V) = {0}. En lo que sigue nos centraremos en estudiar el caso
r =n, que es el que aparece al estudiar determinantes (apartado 2 de la Nota 4.7.1). Del
apartado 2 del Ejemplo 4.7.1 deducimos que si B es una base ordenada de un espacio
vectorial V™ (K), entonces detp € A, (V) \ {0}.

Proposicién 4.7.1 Sea V(K) un espacio vectorial con dimg V =mn, y T € A, (V).
1. Para cualquier permutacion o € Sy,
T(We(1)s -+ - s Wo(ny) = sig(a) - T'(wr, ..., wy), Ywi,...,w, €V,
donde sig es la signatura de o.

2. T queda determinado por su valor sobre una base ordenada B = (v1,...,v,) de V.
Esto es, si T, T" € A, (V) tales que T(v1,...,v,) =T (v1,...,vy), entonces T =T".

3. dimg A, (V) = 1.
Demostracion. El apartado 1 es consecuencia directa de la propiedad de antisimetria de

T, de que toda permutacién se escribe como producto de trasposiciones (Lema 1.3.3), y
del valor de la signatura (apartado (B) de la Definicién 1.3.4).

Veamos el apartado 2: sean wy, ..., wy, € V. Si {wi,...,w,} es linealmente dependien-
te, entonces T (w1, ..., wy) = T'(w1,...,w,) = 0 por el apartado 4 de la Nota 4.7.1. As{
que podemos suponer que {wy, ..., wy} es linealmente independiente. Por ser dimg V' = n,

B’ := (w1,...,wy,) es una base ordenada de V.
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Ahora escribimos el cambio de base de B a B’. Pongamos

n
w; = E Ai5Uq, ijl,...,n.
1=1

n n
T(wl,...,wn) = T E Ai11V40 9+ -+ E a;,,nVi,

i1=1 in=1
n
(423) == Z i1 -+ Qjpn T(Uil, e ,vin).
B1yeeeyin=1

En la dltima esta expresién, cada sumando que tenga repetidos alguno de los indices

i1,...,i, se anula porque T'(vj,,...,v;,) se anula en ese caso por (4.21). Sélo nos quedan
los sumandos de (4.23) en que iy,...,%, no hay repeticiones, es decir (i1,...,%,) es una
permutacion de (1,...,n). Por tanto, (4.23) se escribe
T(wi,...,wn) = Y (1)1 Gomn TVe(1)s - - Vo)
UESn

= Z Ao(1)1 - - - Qo (n)n S1E(0) - T'(v1, - -, vp)

oES,
= ( Z sig(0) ag(1)1 - - - ag(n)n> T(vi,...,vn)
0ESh
(4.24) = det(A)T(v1,...,vn),
donde en (%) hemos usado el apartado 2 de esta proposiciony A = (a;;)i; = M(1y,B’',B) €
Gl(n,K).

Si seguimos los pasos anteriores para 7" en lugar de T llegaremos a T" (w1, . .., w,) =
det(A) T (v1,...,v,). Como T(vyi,...,v,) = T'(v1,...,v,) por hipdtesis, deducimos que
T(wy,...,w,) =T (wy,...,wy,), lo que termina de probar el apartado 2.

Finalmente, veamos el apartado 3: Fijamos una base ordenada B = (v1,...,v,) de V
y consideremos el tensor determinante detp € A, (V). Como detg(vi,...,v,) = 1, dedu-

cimos que dado T € A, (V) llamando 7" := T'(vy,...,v,) detp, se tiene T(v1,...,v,) =
T'(v1,...,vy). Por el apartado 2, T'=T", es decir

(4.25) T =T(vi,...,v,)detp.

T € A,(V) es arbitrario, tenemos que dimg.A,(V) < 1. Como detg € A,(V) \ {0},
concluimos que dimg A, (V) < 1. Como detp € A, (V) \ {0}, tenemos dimg A, (V) =1. O
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La demostracién del apartado 3 de la Proposicién 4.7.1 nos dice que si B = (vy,...,v,)
es una base ordenada de V, entonces {detp} es base de A,(V), y que dado T € A, (V),
la (inica) coordenada de T en esa base es

(4.26) Taety = T(B) :=T(v1,...,v,) € K.

En particular, detp es el unico tensor T' € A, (V) tal que T'(v1,...,v,) = 1.

El tensor determinante detp se definié por casos en (4.22). Esto es asi porque formal-
mente, M (1y, B, B) no tiene sentido como matriz de cambio de base cuando {wy, ..., w,}
sea un conjunto linealmente dependiente. Esto puede solventarse escribiendo

n
w; = E QU5 ijl,...,n,
=1

(que serian las ecuaciones de cambio de base si {wi,...,w,} fuera base, y producen las
coordenadas de wy, ..., w, respecto a B en el caso general), y ahora
(4.27) detp(wi, ..., wp) = Y $18(0) Qp(1)1 - - - Ag(nyn = det(A),

gESy

donde A = (aij)i;j € My (K) (en el caso de ser B’ = (wy, ..., w,) una base ordenada, A =
M(1y, B, B) € Gl(n,K), mientras que en el caso {w,...,w,} linealmente dependiente,
A tiene determinante cero). En resumen:

Corolario 4.7.1 Sea V(K) un espacio vectorial con dimgV =n, y B = (v1,...,v,) una
base ordenada de V. Dados wy,...,w, € V, se tiene que {w1,...,w,} es base de V si y
sdlo si detp(wi, ..., wy) # 0.

Nota 4.7.2 La ecuacién (4.27) relaciona el tensor antisimétrico detp con el determinante
de una matriz cuadrada, tal y como se definié en (1.4.1). Vale la pena tener esta relacién
como resultado para usarlo mas adelante.

Corolario 4.7.2 Sea B una base ordenada de un espacio vectorial V(K) con dimg V' = n.
Dados wy, ..., w, € V, sea A € M, (K) la matriz que se obtiene escribiendo por columnas
(w1)B,- .., (wy)pB. Entonces,

det(A) = detp(wy, ..., wy).
En particular, si B y B’ son dos bases ordenadas de V,

det M(lv,B/,B) = detB(B') Y detpr = det M(lv,B,B/) detp.
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Demostracion. La primera igualdad es (4.27); la segunda es un caso particular de ésta

cuando B’ = (wq,...,wy), y la tercera es consecuencia de (4.25) tomando T = detp
(luego detpr(v1,...,v,) = det M(1y, B, B") a partir de (4.27) intercambiando los papeles
de By B'). O
Corolario 4.7.3 Sea V(K) un espacio vectorial con dimgV =n, y B = (v1,...,v,) una

base ordenada de V. Entonces, la aplicacion
A, (K) — K, T— T(vi,...,0n)

es un isomorfismo de espacios vectoriales.

Demostracion. La aplicacion es trivialmente lineal. Como su dominio y codominio son
espacios vectoriales de dimensién 1, que sea un isomorfismo equivale a que no sea constante
cero. Pero la imagen de detp por la aplicacién vale 1. O

Corolario 4.7.4 Sea V(K) un espacio vectorial con dimgV =n y T € A,(V) \ {0}.
Entonces, erxiste una base ordenada B’ de V tal que T = detp:.

Demostracion. Tomemos una base ordenada auxiliar B = (v1,...,v,). Por el Corola-
rio 4.7.3, tenemos a := T'(vy,...,v,) € K\ {0}. Definimos una nueva base como

B' = (v} =a vy, vh =vg,..., 0, = vy,).
Entonces, T'(v),...,v)) =a T(v1,...,v,) =a ta=1. Por tanto, T = detp. O

Nota 4.7.3 La base ordenada B’ del Corolario 4.7.4 no es unica: si B” es otra base
ordenada tal que M (1y, B”, B') = 1, entonces T' = detgr. Esto se deduce de aplicar (4.22)
a B, B".

4.7.2. Elementos de volumen

En geometria elemental, una base de R? produce un paralelogramo y una de R? un
paralelepipedo. En general, en un espacio vectorial real V(R) con dimg V' = n diremos
que una base ordenada B = (ui,...,u,) produce un n-paralelelipedo (o simplemente pa-
ralelepipedo) Pp, definido por

(4.28) Pp :={aju1 + -+ apuy, | a1,...,a, € [0,1]} C R".
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Definicién 4.7.2 Sea V(R) un espacio vectorial real con dimg V' = n. A los elementos de
An (V) \ {0} se les llama elementos de volumen en V.

Fijado un elemento de volumen 77 € A, (V) \ {0}, el Corolario 4.7.4 asegura que para
cada T € A,(V)\ {0} existe una base ordenada B = (wy,...,wy,) de V (no unica) tal que
T = detp. B produce un paralelepipedo P como en (4.28).

En la situacién anterior, llamaremos volumen de Pg con respecto a T}

VOlT1 (PB) = \Tl(wl, ...,wn)\ = ’Tl(B)’,
donde | - | denota valor absoluto en K = R.

Nota 4.7.4 La expresion (4.28) de Pp y de su volumen volr, (Pg) tienen sentido incluso
si permitimos que los vectores de B sean linealmente dependientes: en este caso, Pp estara
incluido en un subespacio vectorial de V' con dimensién < n (se podria considerar como
un paralelepipedo degenerado), y su volumen es volp, (Pg) = 0.

Para justificar intuitivamente el nombre de volumen, notemos que

1. Sabemos que 77 = detp, para alguna base ordenada B; = (v1,...,v,) de V que
cumple Dy(By) = 1 (B no es tnica). En particular, Pp, tiene volumen 1 con respecto
a T. Es decir, B; produce un paralelepipedo Pp, de V(R) que a su vez fija la “unidad
de volumen”, o “elemento de volumen unitario”.

2. Si construimos a partir de B una nueva base ordenada By = (mq vy, ..., my, vy,) con
mi,...,my > 0, la multilinealidad de T7) hace que

VOlTl(PBQ) =|Tv(B2)| =|mi1---m,T1(By)| =mq---my.

En el caso de que my,...,m, € N sean enteros, esto es consistente con la intuicién de
que el paralelepipedo Pp, ocuparia un volumen que seria cubierto por exactamente
myp - Mg - - My copias de Pp,.

4.7.3. Determinante de un endomorfismo

Todo endomorfismo f € EndgV™ va a producir un endomorfismo del espacio vectorial
A, (V), que por tener dimensién 1, serd un multiplo de la identidad. Este multiplo nos
dard el determinante de f.

Lema 4.7.1 Sea V(K) un espacio vectorial con dimg V =n y f € EndgV. Entonces,

1. Para cada T € A, (V), la aplicacion

T Vx M xv — K
(wi,...,wy) = T((f(wi),...,f(wy))

estd en Ap (V).
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2. La aplicacion:
o An(V)
T

es lineal, es decir, f* € EndgAn (V).

- A,(V)
= f*T

3. (lv)* =14,
4. Si h € EndgV, entonces (f oh)* = h* o f*.

Demostracion. Veamos el apartado 1.
‘Multilinealidad.‘

(f*T) (w1, ...,aw; +bwl,...,wy) = T((f(wy),..., flaw, +bw)),..., f(w,))

= T((F(wn), .., af (ws) + bf(w)), .., Fwn)

aT(f(w1)7 SR f(wi)v s >f(wn))
FOT(f(wn)s o, F)), o, f(wn)
= a(f*T)(wi,...,wi ..., wy)

+b (f*T) (w1, ..., Wi, ..., wy).

(T (wr,. . wiy e wy, . wy) = T(f(wr),. .., flw),..., f(wj),..., f(wy))
—T(f(w1),..., f(wj),..., f(wi),..., flwy))

= —(f*T)(’wl,. ey Wy ey Wiy ev s ,wn).

Para el apartado 2, queremos ver que f*(aT + bT") = af*T + bf*T’, siendo a,b € K y
T,T" € A,(V). Como ambos miembros son tensores en A, (V'), los aplicamos a la misma
lista de n vectores de V:

[f*(aT + 0T")(wy, ..., wn) = (T +bT")((f(wr), .., f(wn))
a’T(f(wl)v7f(wn))+bT,(f(wl)77f(wn))
= (If*T(’U)l,...,wn)+bf*T,(lU1,...,’UJn)

= (af*T+bf*T)(wy,...,wy).

Para el apartado 3, tomemos 17" € A, (V). Dados wy,...,w, € V, [(1y)*T](w1, ..., w,) =
T(ly(wi), ..., 1y(wy)) = T(w,...,wy), luego (1y)*T =T.
Por ultimo, veamos el apartado 4. Tomemos T € A, (V) y wy,...,w, € V.

[(f o )" T)(wr, ... swn) = T((f oh)(wi),...,(foh)(wn)) =T(f(h(w1)),...,f(h(wn)))
= (") (W(wr), ..., h(wn)) = [R*(f*T)](wr, - .., wn)
= [(h* o f*)(D)] (w1,...,wy).
Por tanto, (f o h)*T = (h* o f*)(T) para todo T € A, (V). O

Como dimg A, (V) =1 (apartado 3 de la Proposicién 4.7.1 y f*: A,(V) — A, (V) es
un endomorfismo, f* es de la forma f* = d14, (v, para un tnico d € K.



160 CAPITULO 4. ESPACIO DUAL

Definicién 4.7.3 Sea V(K) un espacio vectorial con dimg V =n y f € EndgV. Llama-
remos determinante de f al escalar det f € K tal que f* =det f - 14, ().

Veamos que det f coincide con det M(f, B) como habiamos anunciado.

Proposicién 4.7.2 Sea V(K) un espacio vectorial finitamente generado y f € EndgV.
Dada una base ordenada B de V', se tiene det f = det M (f, B).

Demostracion. Consideremos el tensor detp € A, (V). Como f* = det(f)-14,(v), tenemos
f*detp = det f - detp. Aplicando esto a B = (vy,...,vy),

det f = detf detp(vi,...,vn) = (f*detp)(v1,...,v,)
= detp(f(v1),..., f(vy)) =det M(f, B),

donde la tultima igualdad es por el Corolario 4.7.2 tomando w; = f(v;). O

Corolario 4.7.5 Sea V(K) un espacio vectorial con dimg V' = n. Entonces:

1. detly = 1.

2. Dados f,h € EndgV, det(f o h) = det f - det h.

3. f € EndgV es biyectivo si y sélo si det f # 0. En este caso, det(f~1) = (det f)~!.
4. Dado f € EndgV, det f = det(f?).

Demostracion. El primer apartado es consecuencia directa del apartado 3 del Lema 4.7.1
y de la definicién de det 1y.

Veamos el apartado 2: usando la definicién de determinante de un endomorfismo y el
apartado 4 del Lema 4.7.1,

det(foh)'l.An(V) = (foh)* = h*Of* = (det h'lAn(V))O(det f'lAn(V)> = (det h-det f)'l.An(V)'

Para el apartado 3, si f es biyectivo podemos tomar h = f~! en el apartado 2, con

lo que det f - det(f~!) = det1y, que vale 1 por el apartado 1. Asi que detf # 0y
det(f~1) = (det f)~!. Reciprocamente, si det f # 0 entonces tomamos una base ordenada
B de V y tenemos det f = det M(f, B) por la Proposicién 4.7.2. Asi, M(f, B) tiene
determinante no nulo luego es regular (Corolario 1.4.1). Esto implica que f es biyectiva
(apartado (B) de la Proposicién 3.4.4).

El apartado 4 es cierto porque

Proposicién 4.6.2)

det f = det M(f, B) P qet(M(f, B)Y) P det M(f', B) = det(f").
O

Traducimos el Corolario 4.7.5 a matrices, obteniendo algunas propiedades ya conocidas
y otras que habiamos anunciado.
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Corolario 4.7.6 1. detl, =1.
2. Dadas A,C € M, (K), det(A-C) =det A-detC.
3. A € Gl(n,K) es regular si y sélo si det A # 0. En este caso, det(A™') = (det A)~ L.
4. Dada A € M, (K), det A = det(A?).

Demostracion. Los apartados 1, 3 y 4 estaban ya probados (apartado 9 de la Proposi-
cién 1.4.2, Corolario 1.4.1 y Proposicién 1.4.1). Queda probar el apartado 2 (es el aparta-
do 10 de la Proposicién 1.4.2, cuya demostracién estaba por hacerse): Fijemos un espacio
vectorial V(K) de dimensién n y una base ordenada de V. Sean f,h € EndgV los tnicos
endomorfismos de V' determinados por A = M(f, B),C = M(h, B) (aqui estamos usando
el apartado (A) de la Proposicién 3.4.4). Entonces,

det(A-C) = det[M(f,B)- M(h, B)] "2 det M(f o h, B) = det(f o h)
@ det f-deth = det A - det C,
donde en (%) hemos usado el apartado 2 del Corolario 4.7.5. O

Nota 4.7.5 1. No tiene sentido definir el determinante de una aplicacién lineal entre
dos espacios vectoriales distintos, aunque tengan la misma dimension. Esto es asi
porque dos matrices de una aplicacién lineal f: V' — V' en pares de bases ordenadas
distintas de V' y V' son equivalentes, pero no necesariamente semejantes. Y si C' =
P~1. A.Q aunque P,(Q sean matrices regulares del mismo orden, no tiene porqué
set det C' = det A ya que los determinantes de P y ) no tienen porqué cancelarse.

2. Una consecuencia inmediata de la Proposicién 4.7.2 (o también del apartado 2 del

Corolario 4.7.6) es que si dos matrices A,C € M, (K) son semejantes, entonces
det A =det C.

4.7.4. Orientacién en un espacio vectorial real

Podemos completar la interpretacién del tensor determinante en el caso de un espacio
vectorial real dando una interpretacion relacionada con el signo de (4.26).

Fijemos un espacio vectorial real V(R) con dimg V' = n > 1. En el conjunto X formado
por todas las bases ordenadas de V', definimos una relacién binaria ~:

B~ B & det M(1y, B, B) (= detp(B')) >0, VB,B € X.

Lema 4.7.2 La relacion ~ es de equivalencia en X y existen exactamente dos clases de
equivalencia.
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Demostracion. La propiedad reflexiva se da porque M(ly,B,B) = M(ly,B) = I,
que tiene determinante positivo (igual a 1). La simétrica es porque el determinante de
M (1y, B, B) es el inverso del determinante de M (1y, B, B'), luego ambos tienen el mismo
signo. La transitiva es porque M (1y,B"”, B) = M(1y,B’,B)-M(1y,B",B")VB,B',B" €
X, y tomando determinantes y aplicando el apartado 2 del Corolario 4.7.6,

(4.29) det M(1y, B", B) = det M(1y, B', B) - det M (1y, B", B');

finalmente usamos que el producto de dos niimeros positivos es positivo.

Para ver que hay al menos dos clases de equivalencia en X, primero notemos que si B =
(v1,...,v,) € X y definimos B’ := (—vy,va,...,v,), entonces B' € X ydet M(1y,B’, B) =
—1 < 0. Por tanto, la clase de B es distinta de la clase de B’. Y dada cualquier B” € X,
(4.29) se traduce en que det M (1y, B”, B) = —det M(1y, B”, B'), luego uno de los dos
ntmeros det M (1y, B”, B) o det M (1y, B”, B') es positivo, es decir, B” esta en la clase de
B o en la de B'. Es decir, sélo hay dos clases de equivalencia en X. O

Definicién 4.7.4 Dado un espacio vectorial real V(R) con dimg V' =n > 1, a cada una de
las dos clases de equivalencia en X obtenidas en el Lema 4.7.2 se le llama una orientacion

en V(R).

En R™(R), la base usual produce la orientacion usual. Para n < 3, esta orientacién se
puede interpretar de la siguiente forma:

= n = 1. Las bases son escalares distintos de cero; la orientacién usual se corresponde
con la recta real positiva R™ y la otra orientacién con R™. Asi que una orientacién
es una elecccién de “derecha” o “izquierda”.

» n = 2. La orientacién usual se corresponde con las bases ordenadas B = (v, v2) que
definen un giro en el sentido positivo (opuesto a las agujas del reloj), mientras que
las bases ordenadas de la otra orientacién definen el “giro en sentido negativo” (el
de las agujas del reloj).

» n = 3. La orientacién usual se corresponde con las bases ordenadas B = (v1, ve, v3)
que definen la “regla de la mano derecha” (el sentido de giro de un sacacorchos al
abrir una botella), mientras que las bases ordenadas de la otra orientacién definen
la “regla de la mano izquierda”.
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4.8.

Ejercicios.

. Demostrar que toda forma lineal ¢ € (K")*(K) se escribe como ¢(z1,...,2,) =

> bix; para ciertos by, ..., b, € K.

Sea V(R) el espacio vectorial de los polinomios de grado < 2. Se consideran las bases
ordenadas de V siguientes:

B =(1,z,2%), B'=1,1+z,1+x+2%).

Encontrar la matriz de cambio de base de B* a B"™*. Si ¢ € V* estd dada por p(p(z)) =
p(—1) Vp(z) € V, encontrar las coordenadas de ¢ en la base ordenada B’*.

Sea traza: M3(R) — R la aplicacién lineal que le hace corresponder a cada matriz su
traza. Encontrar una base B’ de M3(R)* en la que esté esta forma lineal. Encontrar una
base B de M2 (R) tal que B* = B'.

. En M341(R) se considera la base {G), (:2,))} Obtener la correspondiente base dual en

Mix2(R), identificando con Mj2(R) con Max1(R)* de la forma usual.

. (1) Si p,9 € V*, demostrar: 1) = ay para algin a € K si y sélo si ker(¢) C ker(v)).

(2) Demostrar que las aplicaciones ¢, : R? — R, o(z,y) = 22 + y, ¥ (x,y) = © — 2y
son formas lineales independientes. Representar graficamente los nicleos de ¢, 9, 2¢ y
© + 9 asi como las preimdgenes de 1 € R para cada una de esas formas lineales.

Se consideran en R? la base ordenada usual B, y la base ordenada
B'=((0,1,1),(1,0,1),(-1,-1,0)).

Hallar las coordenadas de la forma lineal ¢(x,y,2) = = + 2z en B y B"*, y la matriz
de cambio de base M (1y+, B™, B).

Se considera en R*(IR) el subespacio vectorial
U = {(a1,az,a3,as) € R* | a; + as — a3 = 0}.
Calcular el anulador de U en R*(R)*.
Se consideran los siguientes subespacios vectoriales de R?:
U={(z,y,2) ER>:z—y+2=0}, W=L{(1,1,1),(3,2,0)}.

Calcular bases de an(U), an(W), an(U + W) y an(U N W).
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

CAPITULO 4. ESPACIO DUAL

Sean U y W dos subespacios vectoriales de un espacio vectorial V' (K). Demostrar que
an(U + W) =an(U) Nan(W), an(UNW) =an(U) + an(WW).
Deducir que si V. =U & W, entonces V* = an(U) @ an(W).

Sea A € M, (K). Demostrar que traza(A) = traza(A?). Concluir que para cada es-
pacio vectorial V(K) de dimensién finita y cada f € EndgV/, se tiene que traza(f) =

traza(f?).

Sean A, B € M,(K). Probar que A y B son semejantes si y sélo si A’ y B! son
semejantes.

Para cada matriz A € M,,(K) definimos una aplicacién ¢ 4: M, (K) — K mediante
va(X) = traza(AX), VX € M, (K). Demostrar que p4 € M, (K)*. Reciprocamente,
probar que para cada forma lineal ¢ sobre M,,(K) existe A € M, (K) tal que p4 = ¢.

Sean ¢, 1: R? — R dadas por ¢(a,b,c) = 2a+b—c, ¥(a,b,c) = a+ b+ c. Demostrar
que ¢ y 9 son formas lineales sobre R3(R) y que {¢, %} es linealmente independiente
en R3(R)*. Encontrar a € R3(R)* de modo que {p,%,a} sea una base de R3(R)*.
Encontrar también una base de R3(IR) cuya base dual sea {p, v, a}.

Sea f € EndgV tal que f o f = f. Demostrar que su aplicacién traspuesta verifica
ftoft=ftyque V*=an(ker(f)) ®an(Im(f)).

Sea V(K) un espacio vectorial sobre un cuerpo K, V* su espacio dual y Autg V', AutgV*
los grupos de automorfismos de V' y V* respectivamente. Demostrar que la aplicacién

AutgV — AutgV*,  f e ()71,
es un isomorfismo de grupos. Como consecuencia, probar que la aplicacién
Gl(n,K) = Gl(n,K), A~ (AHTL,
es un automorfismo del grupo Gi(n,K).

Probar que toda forma lineal ¢ € (R®)* es de la forma (a1, az, a3) = ria; +r2as +r3as
donde r; = ¢(e;) € R, ¢« = 1,2,3, y B, = (e1,e2,e3) es la base ordenada usual.
Demostrar también que (71, 72,73) son las coordenadas de ¢ en la base de (R®)* dual
de B,,.

Sea B = (1, p2, ¢3) la base de (R?)* dual de la base usual de (R?) y sea f el endomorfis-

mo de (R?)* definido por f(¢1) = p1+p2—ws, f(p2) = p1+2p3, f(p3) = p1+pates.
Calcular el tnico endomorfismo h de R? que cumple h! = f.
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18.

19.

20.

21.

Sea U un subespacio de un espacio vectorial V(K) con dimg V' = n. Demostrar que si
H es una base de an(U), entonces U = an(H).

Sean V, V' espacios vectoriales sobre K, f: V — V' una aplicacién lineal y ¢ € V*.
Probar que son equivalentes:

(A) Existe ¢’ € (V')* tal que ¢’ o f = ¢,
(B) ker(f) C ker(yp).

Sea V' un espacio vectorial complejo. Considerando a V' como espacio vectorial real,
dotar a Homg(V, C) de estructura de espacio vectorial complejo. Probar que

Homg(V,C) =V* @ V',
siendo V* el espacio dual de V(C) y V' = {f € Homgr(V,C) | f(ix) = —if(z) Vx € V}.

(Examen de Algebra Lineal y Geometria, septiembre de 1994). Sea V' un espacio vectorial
finitamente generado sobre un cuerpo conmutativo Ky « € V' \ {0}. Encontrar f €

EndxV tal que fo f = fyker(f!) = an({z}).



